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Kapitel 1

Einleitung

Ich mchte wissen,

wie Gott diese Welt geschaffen hat.
Ich bin nicht so sehr an diesem
oder jenem speziellen Phnomen,
dem Spektrum dieses

oder jenes Elementes interessiert.
Ich mchte Seine Gedanken wissen:
Alles andere sind Details.

Albert Einstein

Die Suche nach einem einheitlichen Bild der Natur ist seit jeher eine der
treibenden Krifte in der Physik.

Die makroskopische Physik kennt drei unterschiedlich gestaltete Kréfte:
Elektrizitdt, Magnetismus und Gravitation. Im 19. Jahrhundert gelang es
Maxwell, die Phdnomene der Elektrizitdt mit denen des Magnetismus zu
vereinheitlichen, d.h. in einer Theorie zusammenzufassen. Die Gravitation
wurde von Einstein (1915) durch die noch heute anerkannte Allgemeine Re-
lativitatstheorie beschrieben, in deren Formalismus sich Maxwells Elektro-
magnetismus nahtlos einfiigt. Die Allgemeine Relativitdtstheorie kann daher
als umfassende Theorie der makroskopischen Kréfte bezeichnet werden.

Die Untersuchung immer kleinerer Objekte offenbarte die Grenzen die-
ser klassischen Theorien. Zur Erkldrung der Atomphysik wurde die Quan-
tenmechanik entwickelt. Die Untersuchung der Atomkerne brachte mit der
schwachen und der starken Wechselwirkung zwei neue Kréfte zum Vorschein.

Die Beschreibung der Wechselwirkungen elementarer Bausteine der Ma-
terie erfolgt durch Quantenfeldtheorien (QFT). Die Quantenelektrodynamik
(QED) ist der Prototyp solcher Theorien. Sie wurde in den 30er Jahren ent-
wickelt und beschreibt die elektromagnetische Kraft. Das Glashow-Weinberg-
Salam-Modell (GWS-Theorie) fiigte Ende der 60er Jahre die schwache Kraft
hinzu und die QED wurde zu einem Aspekt der elektroschwachen Wechsel-
wirkung. Schliellich konnte Anfang der 70er Jahre auch die starke Wechsel-
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

wirkung durch eine QFT beschrieben werden: die Quantenchromodynamik
(QCD).

Die Verbindung von QCD und GWS-Theorie bildet das Standardmodell
der Elementarteilchenphysik. Das Standardmodell ist die heute akzeptierte
Theorie zur Beschreibung der elementaren Krfte der Natur. Es bietet eine
einheitliche Beschreibung der elektromagnetischen, der schwachen und der
starken Wechselwirkung. Die Einbeziehung der Gravitation ist bisher nicht
gelungen.

Obwohl das Standardmodell die Physik der Elementarteilchen hervorra-
gend beschreibt, bleiben viele Fragen offen:

e In der Natur findet man jeweils drei Fermionen, deren Quantenzahlen
gleich sind, die sich jedoch in ihrer Masse unterscheiden. Das Standard-
modell liefert keine Erkldrung fiir eine solche Familienbildung.

e Die Symmetrie des Standardmodells erlaubt beliebige Hyperladungen.
Es gibt daher keinen Grund, warum die elektrischen Ladungen von
Quarks und Leptonen zueinander in Beziehung stehen, warum also die
Ladung quantisiert ist.

e Das Standardmodell gibt keine Begriindung fiir die Abwesenheit der
rechtshandigen Neutrinos und damit fiir die Masselosigkeit von Neutri-
nos. Alle iibrigen Fermionmassen und mit ihnen die Familienmischun-
gen sind (iiber die Yukawakopplungen) parametrisch einstellbar und
unterliegen keinen theoretischen Einschriankungen. Die drei Eichkopp-
lungen des Modells sind ebenfalls theoretisch nicht eingeschrinkte freie
Parameter.

Ein erfolgreicher Ansatz zur Beantwortung dieser Fragen sind die Grand
Unified Theorien (GUTSs). Sie zielen auf ein besseres Verstindnis der Eich-
kopplungen und erkléren die Ladungsquantisierung.

In solchen GUTs wird als Symmetriegruppe eine einfache Lie-Gruppe
statt eines Produktes mehrerer Lie-Gruppen benutzt. Damit enthélt das Mo-
dell nur noch eine Wechselwirkung. Die drei bekannten Kréfte entstehen als
Folge einer Symmetriebrechung und erweisen sich so als verschiedene Aspek-
te einer einzigen Kraft. Die Einfachheit der zugrundeliegenden Lie-Gruppe
und die Symmetriebrechung bestimmen auch die Hyperladung der Teilchen
und erklédren so die Ladungsquantisierung.

GUTs liefern keine Erklarung fiir die Existenz von Familien und deren
Massenhierarchie. Es gibt jedoch Beziehungen zwischen Yukawakopplungen,
die die moglichen Parameterwerte einschranken und so trotzdem ein besseres
Versténdnis der beobachteten Fermionmassen ermoglichen.

Die Beziehungen der Yukawakopplungen spiegeln sich in den Fermionmas-
sen nur indirekt wieder. Die Voraussagen von GUTSs gelten bei sehr grofien
Energien. Um diese Aussagen mit den Experimenten bei vielfach niedrigeren



Energien vergleichen zu kénnen, miissen die Renormierungsgruppengleichun-
gen benutzt werden. Die Yukawakopplungen kénnen auch durch Strahlungs-
korrekturen verdndert werden. Schliellich sind ein Grofiteil der Mischungen
und komplexen Phasen der Yukawakopplungen unbeobachtbar, da z.B. die
Massen reell gewéahlt werden knnen.

Aufgrund dieser Freiheiten gibt es eine grofie Anzahl von Ansétzen fiir die
Form der Yukawakopplungen. Viele dieser Ansitze sind ad hoc, ohne physi-
kalische Begriindung entstanden. Es gibt jedoch auch physikalisch motivierte
Ansitze. Diese erlauben weitere Riickschliisse auf die tieferliegende Theorie
und bieten daher einen zusétzlichen Einblick.

In dieser Arbeit soll eine GUT untersucht werden, welche auf der Eg als
Eichsymmetriegruppe beruht. Ziel ist es, in einem physikalisch motivierten
Massenmodell unter Beriicksichtigung der Renormierungsgruppe, Voraussa-
gen fiir die Topmasse und fiir die Parameter im Neutrinosektor zu erhalten.



Kapitel 2

Das Standardmodell

... der Stand der Dinge.

2.1 Die Lagrangedichte

Das Standardmodell (SM) ist eine Quantenfeldtheorie mit lokaler SU(3) x
SU(2)xU(1) Eichsymmetrie. Genau wie gewohnliche Feldtheorien lassen sich
Quantenfeldtheorien durch die Angabe ihrer Lagrangedichte charakterisieren.
Zur Erklarung der Physik werden im SM drei verschiedene Arten von Feldern
verwendet: Eich- oder Vektorbosonen, Fermionen und Skalare.

Die Beschreibung der Eichbosonen erfolgt durch Vektorfelder A, die der
Skalare durch komplexe Felder ¢. Fermionen werden durch Weylspinoren,
den links- und rechtshndigen Helizittseigenzustnden ¢, = 3 (1 —~5) ¥ und
Vg = 3 (1+75) ¥, reprisentiert.

Unter Verwendung der Summenkonvention 148t sich die Lagrangedichte
darstellen als:

1 _
L= = FuF + i, Pia+ (Dud®)(Duo") + yoptatose”

+V (¢) + (Geist- und Eichterme) (2.1)

Grofle lateinische Buchstaben indizieren die Eichbosonen, kleine lateinische
Buchstaben die Skalare. Griechische Buchstaben «, 5 numerieren die Fermio-
nen. ;4 und v sind Dirac-Indizes.

Die Feldstrketensoren der Eichbosonen sind durch

F,ﬁ, = 0,4, — 8uAﬁ - gCABCAng (2.2)

definiert. Dabei sind Cyge die Strukturkonstanten der Eichgruppe. Aus der
Forderung nach lokaler Eichinvarianz ergibt sich die kovariante Ableitung:

.9(B
D, =0, - 27) tBAE (2.3)

Dabei bezeichnet g(p) die zum Eichboson AB gehorige Kopplung (g, ¢’ oder
gs). t? sind die Generatoren der Eichsymmetrie in der Darstellung, die die
gleiche Dimension hat wie die Teilchendarstellung, auf die D,, wirkt.
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2.2. DER TEILCHENINHALT 7

2.2 Der Teilcheninhalt

Jeder der Weylspinoren 1, des SMs wird entsprechend seinem Wechselwir-
kungsverhalten in eine fundamentale Darstellung der Eichsymmetriegruppe
eingeordnet. Die Quarks, die in drei Farben auftreten, bilden jeweils eine drei-
dimensionale Darstellung der SU(3). Alle linkshndigen Spinoren werden in
SU(2)-Doubletts eingeordnet, whrend die rechtshndigen in SU(2)-Singletts
auftauchen (Tabelle 2.1). Die vorhandenen Darstellungen werden dreimal
wiederholt, so da drei Familien von Fermionen entstehen, wie sie im Experi-
ment beobachtet werden [19].

Die fundamentalen Darstellungen von nicht-abelschen Lie-Gruppen wer-
den durch ihre Dimension bezeichnet. Doubletts bilden eine 2, Tripletts eine
3 usw. Die zu einer Darstellung komplex konjugierte Darstellung wird durch
einen Querstrich gekennzeichnet (z.B. 3). Um die Darstellung eines Teilchens
im SM zu bezeichnen, werden die SU(3)-, die SU(2)-Darstellung und die Hy-
perladung Y bentigt. Die beiden ersten werden in Klammern geschrieben, an
die Y als Index gesetzt wird.

Quarks Leptonen
3,1): B1)_s|(1,2)_, (1,1),

2
3

3,2
1. Familie (U) UR dR <V6> €Rr
<d> L €/L

wol =

2. Familie ¢ CRr SR (V“ ) UR
s W)
t T

3. Familie ( ) tR bR (V > TR
b) )L

Tabelle 2.1: Die Fermionen und ihre Darstellungen im SM

Die Eichbosonen des SM leben in den adjungierten Darstellungen (Tabel-
le 2.2). Die Kopplungsstrke der SU(3) wird mit g bezeichnet. Die Kopplung
der SU(2) wird mit g oder g, die der U(1) mit ¢’ oder g; bezeichnet. Die
Kopplungen ¢g; und g werden héufig bei der Konstruktion von GUTs be-
nutzt, da sie der in GUTs notwendigen Normierung entsprechen.

Symbol Darstellung | Kopplungsstéarke

g (Sa 1)0 gs
(W17W27W3) (173)0 g =92

B (1, 1)0 g = \/%gl
Tabelle 2.2: Die Eichbosonen im SM
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Statt durch ihre Dimension kann eine Darstellung auch durch den Eigen-
wert ihres quadratischen Casimiroperators C? := tBt? charakterisiert wer-
den. (tP sind wieder die Generatoren der Eichgruppe in der betreffenden
Darstellung.) Dies ist besonders in der SU(2) blich, wo die Darstellungen
durch den Isospin I unterschieden werden. Isospin und Casimiroperator sind
durch C? = 2I(I 4+ 1) verbunden (Tab. 2.3).

Gruppe | Darstellung | C? | I

SU2) 1 0| 0
2 3/2 | 1/2

3 4 1

Tabelle 2.3: Eigenwerte des Casimiroperators der SU(2) nach Slansky [49]
(siche auch Tab. 4.5)

Die Komponenten einer Darstellung lassen sich durch den Eigenwert be-
zglich des I3-Operators unterscheiden. Iy = t%U(2) ist ein Generator der
SU(2) in der betrachteten Darstellung. Dieser kann die Eigenwerte I3 =
—I,—1+1,...,I annehmen. Die Doubletts in Tab. 2.1 sind so geschrieben,
da die obere Komponente I3 = +% und die untere Komponente I3 = —%
besitzt. Mit I3 und der Hyperladung Y 1t sich die elektrische Ladung der

Teilchen ausdrcken:
RQ=L5+Y . (2.4)

2.3 Symmetriebrechung

Die Symmetrie des SM ist in der Natur gebrochen. Diese Brechung wird in der
Theorie durch den Higgs-Mechanismus realisiert. Dazu wird ein (komplexes)
skalares Doublett ® mit der Darstellung (1, 2) 1 eingefiihrt, dessen I3 = —%—
Komponente man einen Vakuumerwartungswert zuordnet:

= (2;) mit (D) = ( <£2>) (2.5)

Indem die komplexen Felder um den Vakuumerwartungswert des Poten-
tials entwickelt werden, erhélt man zunéchst vier reelle Skalare. Durch umde-
finieren der Eichfelder der Theorie ist es jedoch mdoglich, drei dieser Skalare
zu entfernen. Dabei ergibt sich eine Theorie mit einem massiven reellen Ska-
lar (dem Higgs-Boson), drei massiven Eichbosonen W Z W~ und einem
masselosen Eichboson A, dem Photon:

we o~ L (W +iw?) (2.6)

Sl



2.4. FERMIONMASSEN 9

/B_ 3

Z = g\/r% = sinfy B — cos Oy W? (2.7)
B A3

A = gBrgW" cos Oy B + sin Oy W? (2.8)

Der Weinbergwinkel Oy ist durch das Verhéltnis der Kopplungsstérken defi-
niert: .
g
g
Die so umgeschriebene Theorie ist eine SU(3) x U(1)-invariante Eichtheorie.
Die Quantenzahl der U(1) ist die elektrische Ladung Q. Entfernt man aus
dieser Theorie die schweren Eichbosonen und das Higgs-Boson, so ergeben
sich die Theorien der starken und der elektromagnetischen Wechselwirkung

(QCD und QED).

tan (fy) = (2.9)

2.4 Fermionmassen

Es ist im SM nicht moglich eichinvariante Massenterme fr Fermionen zu bil-
den, da die linkshndigen Teilchen SU(2)-Doubletts, die rechtshndigen Teil-
chen aber Singletts sind. Stattdessen werden eichinvariante Yukawaterme
benutzt, das heit Kopplungen zwischen zwei Fermionen und einem skala-
ren Teilchen. Fiir die Eichinvarianz wird eine (1,2)-Darstellung bendétigt.
Massenterme entstehen, wenn der Skalar einen Vakuumerwartungswert hat.

Fermionmassen entstehen im SM durch Kopplung der Fermionen an den
Vakuumerwartungswert des skalaren Doubletts ®, das schon fiir die Symme-
triebrechung verantwortlich ist.

Fr die erste Familie sind zunéchst folgende Yukawaterme mglich:

Yaa (u,d)r ®dg + h.c. (2.10)
Yee (Ve €)r, Per + h.c. (2.11)

h.c. bezeichnet das hermitesch Konjugierte des vorangehenden Terms. Wird
nun, wie oben beschrieben, der I3 = —%—Komponente, also ¢, zur Sym-
metriebrechung ein Vakuumerwartungswert zugeordnet, so ergeben sich die
Massenterme:

Ydd d7L<¢2>dR + h.e. = dedR + h.c. (2.12)
Yee €L{(2YeR +h.c. = meeger + h.c. (2.13)

Kopplungen an upg sind auf diese Art nicht moglich, da wegen der Hy-
perladung die Eichsymmetrie verletzt wiirde. Um auch dem u-Quark im SM
eine Masse geben zu knnen, wird der Umstand genutzt, da in der SU(2) die 2
dquivalent zur komplex konjugierten Darstellung 2 ist. Das heifit, man kann
aus dem komplex konjugierten Feld ®* einen Ausdruck konstruieren, der sich
wieder wie eine 2 transformiert:

d = io?d* (2.14)
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0?2 bezeichnet die zweite Pauli-Matrix. Da die Hyperladung dieses Ausdrucks
—% ist, ergibt sich folgender zustzlicher Yukawaterm:

Yuu (U, d)p ® up + hec. (2.15)

In diesem Ausdruck koppelt der Vakuumerwartungswert gerade die beiden
u-Quarks:

—Yuu UL{P3) ug + h.c. = myugugr + h.c. (2.16)

2.5 Fermionmischungen

Bei mehreren Familien kénnen Yukawaterme Fermionen aus verschiedenen
Familien verbinden. Solche Mischungen sind jeweils zwischen den Leptonen,
zwischen den d-artigen Quarks (d, s, b) und zwischen den u-artigen Quarks
(u, ¢, t) mglich. Die Yukawakopplungen kénnen somit als 3 x 3-Matrizen im
Raum der Familien dargestellt werden:

Yuuw  Yue Yut Ydd  Yds Ydb Yee Yep Yer
U= Yeu Yee  Yet D = Ysd Yss Ysb E = Yue Yup Yur
Ytu  Yic Yut Yvd  Ybs  Ybb Yre yTu Yrr

(2.17)

Ebenso schreibt man die entstehenden Massenterme durch Matrizen im Fa-
milienraum:

My = —(¢5)U, Mp = (¢2)D, Mg = ($2)L . (2.18)

Die Matrizen My, Mp, M, sind im allgemeinen beliebige komplexe Matrizen.
Diese Massenmatrizen kénnen diagonalisiert werden, indem eine Transforma-
tion

M; — MY =Vi*MVi,  i=UD,E (2.19)

mit unitidren Matrizen V} und V}; durchgefiihrt wird. M kann dabei reell
gewihlt werden. Indem man die Felder umdefiniert, gelangt man zu den
Masseeigenzustanden der Fermionen:

m m

U
cm VY| ¢ und " =VYl ¢ (2.20)
"7, t/y " ) g t) g
Analoge Gleichungen gelten fiir die d-artigen Quarks und die Leptonen.
Im SM kann nur die Kombination Ve = VP +VLU beobachtet werden.
Sie taucht im geladenen Strom der schwachen Wechselwirkung auf:

- v - u™
Sy = (em w71 =0) | v |+ (dm s ) (L =) ek | ™
v tm

T

(2.21)
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Dabei ist V¥ in den masselosen Neutrinos absorbiert worden:

v Ve

m _\E
vy | =V Yy (2.22)
v Vr

Die Matrix Vogy heiit Cabbibo-Kobayashi-Maskawa-Matrix. Die CKM-
Matrix wird durch drei Mischungswinkel 6;; und eine komplexe Phase  aus-
gedriickt [45]:

—id

C12C13 S512€13 513€
_ 9 19
Verkm = —512C23 — C12523513€" C12C23 — S12523513€" 523C13 (2-23)
i& &
512823 — C12C23513€" —C12523 — $12C23513€" C23C13

mit ¢;; := cos(6,;) und s;; := sin(6;5), ij = 12,13, 23.

2.6 Renormierung

Bei der Quantisierung von Feldtheorien treten divergente Integrale auf, die
zu unendlichen n-Punkt-Vertexfunktionen in der Stérungstheorie und damit
zu unendlichen Streuamplituden fithren. Die Aufgabe der Renormierung ist
es, die unendlichen durch endliche Vertexfunktionen zu ersetzen. Dabei wird
in zwei Schritten vorgegangen:

1. Regularisierung. Bei der Regularisierung werden die unendlichen
Integrale durch Ausdriicke ersetzt, die von einem neuen Parameter
(dem Regularisierungsparameter) abhédngen und fiir einen bestimmten
Grenzwert die urspriingliche Form der Integrale annehmen.

2. Renormierung. Zur Renormierung werden die so gewonnenen Aus-
driicke zunchst in Anteile, die im Grenzwert divergieren und solche,
die endlich bleiben, zerlegt. Dann werden die neuen (renormierten) n-
Punktfunktionen durch die endlichen Anteile der alten Funktion defi-
niert.

Schlieflich wird eine neue Lagrangedichte konstruiert, die diese neuen Ver-
texfunktionen erzeugt.

2.6.1 Regularisierung

Es gibt mehrere verschiedene Regularisierungsvorschriften. Bei der ,,Cut-
Oft“-Regularisierung werden die Schleifen-Integrationen statt iiber alle Im-
pulse (d. h. von —oo bis 0o) nur bis zu einem festgelegten Impulsbetrag A,
dem Abschneideparameter, durchgefithrt. Die divergenten Integrale werden
dadurch zu Funktionen von A mit einem Pol fiir A — oo.

Bei der dimensionalen Regularisierung werden die Schleifen-Integrationen
statt ber d*p ber d*p mit w € @ durchgefhrt. Dadurch wird w als neuer
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Parameter eingefhrt. Die unendlichen Integrale knnen nun als Funktionen
in der komplexen w-Ebene mit Pol an der Stelle w = 2 aufgefat werden.
Diese Funktionen sind die regularisierten Vertexfunktionen. Die Integration
ber 2w € ' Dimensionen ist durch analytische Fortsetzung der Integration
ber d € IN Dimensionen definiert. Genauere Ausfhrungen hierzu finden sich
in [35, 48].

Um die dimensionale Regularisierung korrekt formulieren zu knnen, mu
man eine Massenskala p einfhren. Der zustzliche Parameter dient dazu, die
Massendimension der Ausdrcke so zu korrigieren, dafl die Wirkung dimensi-
onslos bleibt.

2.6.2 Renormierung

Ich gehe im folgenden von dimensionaler Regularisierung aus. Die auftreten-
den Formeln werden der Einfachheit halber fiir eine skalare ¢*-Theorie mit
der Kopplungskonstanten A und der Masse m geschrieben.

Die regularisierten Vertexfunktionen I'™ hngen von den Parametern
und ¢ := 2 — w ab. Die Entwicklung der Vertexfunktionen in eine Laurent-
Reihe um ¢ = 0 erlaubt eine Trennung in einen endlichen und einen in
e divergenten Anteil. Man schreibt die Lagrangedichte nun durch Einfgen
von divergenten Termen so um, da sich die Divergenzen in den Feynman-
Integralen autheben.

Es zeigt sich, da es mglich ist, die Lagrangedichte multiplikativ zu renor-
mieren, d.h. durch Substitution der Parameter in der Lagrangedichte geméaf

m? ——m2i=Zym? N ——X=A b — o =200 (2.24)
endliche Vertexfunktionen zu erreichen.

Die Z sind Funktionen der Regularisierungsparameter € und p. Die neuen
Parameter hngen also von € und p ab. Die neue Wirkung Sy ergibt sich aus
der alten S, indem die Gren m, A, ¢ durch neue (nackte) Gren mg, Ao, ¢
ersetzt werden.

Die n-Teilchenamplituden qbgfén) (p; Mo, Ag) knnen durch die alten Para-
meter ausgedrckt werden:

SETS (pymo, Ao) = ¢" Z3 T8 (p; ZL2m, Z\\) (2.25)

=T (p;m, A, ph,€)
Damit ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen den Vertexfunktionen:

endlich fr e—0

Betrachtet man die nackten Gren als die unabhngigen Gren und die re-
normierten als Funktionen von diesen, so ist die linke Seite unabhngig von
(. Anwendung von ui ergibt also:

0 o\ 0 om 0 nolnZ,

“@+“@5+“au om 2 0Ou

r® =y (2.27)
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Man definiert:

m o\
BN, —,e) = pu— 2.28
(WEe) = (228)
m 1 81nZ¢
A, — = — 2.29
’yd( ) [ 76) 2:u 8,& ( )
m 1 Olnm?
m(A, —, = = 2.30
Yon( . €) "o (2.30)
= mym(A\Be) = pgn

Diese Koeffizienten sind analytisch fr ¢ — 0. Auerdem sind sie dimensionslos,

d.h. sie hngen — wie angegeben — nur von % ab. Die Renormierungsgrup-

pengleichung (2.27) beschreibt die Abhngigkeit der Greensfunktionen I'™
vom Regularisierungsparameter p.

2.6.3 Skalierung der Masseneinheit

Betrachten wir das Verhalten der Greensfunktionen bei Skalierung der Mas-
seneinheit. Es darf keinen Unterschied in den physikalischen Gren machen,
wenn eine Masseneinheit durch eine neue ersetzt wird. D. h.: T (p;m, A, p)
skaliert mit s? unter der Transformation p — sp, m — sm, j — su, wobei d
die Massendimension von I'™ ist:

L0 (sp; sm, A, sp) = s T (p;m, A, ) (2.31)

'™ ist also in p, m, p homogen vom Grad d. Nach dem Satz von Euler gilt
also:

0 0 0
- — —~Z 1™ = gqr®
(S&s + M + Mé’ﬂ) r dr’ (2.32)

Subtrahiert man (2.32) von (2.27), so erhlt man:

0 0 0
9 9 59 (") (. _
( 55 +m (ym — 1) . + ﬁa)\ nya + d) " (spym, A\, i) =0 (2.33)

Diese Gleichung beschreibt das Verhalten der Vertexfunktionen, wenn man
die ueren Impulse mit einem Faktor s hochskaliert. Naiv wrde man erwarten,
da die Skalierung der Impulse durch eine Skalierung der massenbehafteten
physikalischen Gren ausgeglichen werden kann und dafl

(ﬂa—m+@ﬂwmmwm=o

gilt. Der Einflu der Wechselwirkung(en) ergibt jedoch nicht-verschwindende
Koeffizienten 3, 7,, und 74, und damit nicht-naives Skalenverhalten.
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2.6.4 Effektive (oder gleitende) Kopplungskonstanten

Die Gleichung (2.33) kann gelst werden, indem Funktionen f(s), m(s), A(s)
definiert werden, so da gilt:

LW (spym, A, p) = ()™ (pym(s), A(s), ) (2.34)

Damit kann man Rechnungen fr groe Impulse durchfhren, ohne zustzli-
che Schleifen-Diagramme fiir die Berechnung der n-Punkt-Vertexfunktionen
bercksichtigen zu mssen. Die Funktionen m(s), A(s) werden die effektive
(oder gleitende) Masse, bzw. Kopplung genannt. Differenzieren nach s er-
gibt:

9 0 spm, A )

_ |4 om 9 0A 9 NI pom
= L0 (G g+ o) TG 235)
also
saiﬂ")(sp; m, \, )
d om 0 o\ 0
= (s TG £ 2 T imls) A
_ (4 om 9 XD\ 1 1w
B (Sds /) ds 8m+f(8>388 (?)x) f(s)r (spim, A, )

9 s df  9md _ 9AD

=0 ( " 9s + f(s) ds T ds Om +88$ 8)\> [ (spim, A 1) (2:36)

Vergleicht man (2.33) mit (2.36), so ergibt sich durch Koeffizientenvergleich':

0
sa—TZ = m(Ym—1) (2.37)
O\
s df

(2.37) und (2.38) bestimmen das Skalenverhalten der Kopplung und der Mas-
se als Funktionen des Skalierungsparameters s. Die Lsung von (2.39) ist:

f(s) = s?exp [—n /Sdsf ’W‘W]

3/

vq wird als anomale Dimension bezeichnet.

IDie Gleichungen sollen fr alle T n € IV gelten.
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2.6.5 Physikalische Massen

Im Verlauf der Renormierung wurden mehrere Grofien eingefiihrt, die die Rol-
le einer Masse spielen: Die nackte Masse my, die renormierte Masse m und die
effektive Masse m(s). Daraus ergibt sich die Frage, wie diese Massenparame-
ter mit der experimentell zugénglichen Polmasse M zusammenhéngen. Die
Polmasse ist definiert als die Energie, bei der der Propagator des betrachteten
Teilchens einen Pol besitzt.

Der Zusammenhang zwischen der Polmasse und den Massenparametern
der Theorie ergibt sich aus der Betrachtung des Propagators unter Beriick-
sichtigung der Selbstenergie-Beitrage:

1
T (p:m(p), M), ) = , 2.40
(p; m(p), A(p), 1) ) T S (2.40)
mit

S(p, ) = m* () AP*, 1) + (p° — m* (1) B(p?, ). (2.41)

Der Propagator I'® besitzt an der Stelle

Alp, 1) .
2 2 ) =

M=) (14 2B i =)

einen Pol. Da der Propagatorpol in Streuamplituden zu Resonanzen bei M
fithrt, wird M auch als die physikalische Masse bezeichnet. Aus der Storungs-
theorie ergibt sich

M =m(py) (14 5 -ay(i) +0(a2)) (2.43)

Ausfiihrliche Behandlungen der verschiedenen Massendefinitionen finden sich
in [26, 29].

2.7 Experimentelle Daten

Die Werte fr die Fermionmassen und die Kopplungsstrken werden in einer
Vielzahl von Experimenten untersucht. Die hier genannten Zahlen bilden
eine Art weltweites Mittel, welches die Ergebnisse der unterschiedlichen Ex-
perimente zusammenfafit. Die Werte fr die Eichkopplungen stammen aus [7].

91(91GeV) = 0.4619 & 0.00245
92(91GeV) = 0.6502 & 0.00387
95(91 GeV) = 1.19+0.042 (2.44)

Die Werte fiir die starke Kopplung werden laufend verbessert. Deshpande,
Keith und Pal [21] benutzen
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93(91GeV) = 1.23+£0.072 . (2.45)

Dieser Wert wird in den folgenden Rechnungen verwendet.

Die Quarkmassen und ihre Fehler wurden in [7] zusammengetragen. Dort
finden die experimentellen Ergebnisse sowohl fiir Polmassen, als auch fiir
effektive Massen m(u). Da ich im weiteren Verlauf immer mit den effektiven
Massen gerechnet habe, schreibe ich hier nur diese auf:

m,(1GeV) = 52 £+ 0.5 MeV
mg(1GeV) = 92 £ 05 MeV
me(1GeV) = 141 + 0.6 GeV
my(1GeV) = 194 + 4 MeV
my(1GeV) = 6.33 + 0.06 GeV (2.46)

Das t-Quark konnte bisher nicht direkt beobachtet werden. Die Bestimmung
seiner Masse erfolgt deshalb iiber die Auswertung von Schleifendiagrammen
zu denen das Top beitragt:

M; = 150737130 GeV (2.47)

Der erste Fehler stammt von den experimentellen Unsicherheiten, der zweite
von der Higgsmasse. Die modellunabhéngige untere Grenze fiir die Topmasse
ist

M, > 113GeV . (2.48)

Wie erwéhnt fliefit die Higgsmasse in solche Rechnungen ein und liefert einen
entscheidenden Beitrag zu den Fehlern. Auch das Higgs-Boson konnte bis-
her nicht direkt nachgewiesen werden. Die experimentell bestimmte untere
Schranke fiir seine Masse liegt bei

My > 60GeV . (2.49)

Die obere Grenze von My < 1TeV ergibt sich aus Unitaritéitsiiberlegungen.
Zu den experimentellen Werten von Top- und Higgsmasse sei auf [6] und
darin enthaltene Referenzen verwiesen.

Die physikalischen Massen der geladenen Leptonen sind wohlbekannt.
Auch fiir diese benutze ich im weiteren die effektiven Massen [7]:

me(1GeV) = 04960 MeV
m,(1GeV) = 10457 MeV
m.(1GeV) = 17835 GeV . (2.50)

Die Massen aus (2.46) und (2.50) wurden mit Hilfe der Renormierungs-
gruppengleichungen zur Skala von Mz = 91 GeV entwickelt. Dabei wurden
die QED-Anteile der g-Funktionen mit 1-Schleifen-Genauigkeit, die QCD-
Anteile mit 3-Schleifen-Genauigkeit beriicksichtigt [30]. Die effektiven Fer-
mionmassen fr 1 GeV und 91 GeV sind in Tabelle 2.4 zusammengestellt. Die
angegebenen Massen der Leptonen sind auf alle angegebenen Stellen genau.

Die experimentellen Werte fiir die Eintrdge der CKM-Matrix werden
ebenfalls in [7] aufgefithrt. Auch die CKM-Matrix lauft mit der Skala. Der
Effekt ist jedoch so klein, dafl man ihn vernachléssigen kann.
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Partikel m(1GeV) m(91 GeV)
U 5.2 4+ 0.5 MeV 2.8 + 04 MeV
d 92 £ 05 MeV| 505 £ 04 MeV
c 141 £ 06 GeV |0.769 + 06 GeV
S 194 £ 4 MeV | 103 £ 1 MeV
b 6.33 £ 0.06 GeV | 3.47 £ 0.01 GeV
e 0.4960 MeV 0.488 MeV
W 104.57 MeV 103 MeV
T 1.7835 GeV 1.75 GeV

Tabelle 2.4: Die experimentell bestimmten effektiven Massen der Fermionen
fr verschiedenen Energien.

|Vud| |VUS| |Vub|
Verum| = Veal  Ves| | Ve
Vial  [Vis| [V

0.9747 — 0.9759  0.218 — 0.224 0.001 — 0.007
= 0.218 — 0.224 0.9734 —0.9752  0.030 — 0.058 [(2.51)
0.003 — 0.019 0.029 — 0.058  0.9983 — 0.9996

2.8 Neutrinos

Im Standardmodell der Elementarteilchenphysik sind die Neutrinos masselos.
Dieses Bild ist mit den Beschleunigerexperimenten in Einklang. Bisher hat
man Neutrinos nur mit linkshédndiger Helizitdt und Antineutrinos nur mit
rechtshandiger Helizitdt beobachtet. Die klassische Methode zur Messung
der Neutrinomassen ist die Untersuchung des Spektrums im Proze

SH - %He+e +17. . (2.52)

Die oberen Grenzen fiir die Neutrinomassen aus solchen direkten Beobach-
tungen sind jedoch sehr schwach [14]:

m,, < 7.2eV
my, < 270keV
m,. < 31MeV (2.53)

Aus kosmologischen Uberlegungen ergibt sich eine wesentlich stirkere
Grenze, indem man theoretische Vorhersagen iiber die Zahl der Neutrinos
im Universum mit der maximalen Energiedichte des Universums verbindet:

my, +m,, +m,, <40eV (2.54)
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Zur Festlegung dieser Grenze wird das Standardmodell benutzt. Erweiterun-
gen des SM konnen deshalb dieses Resultat verdndern.

Neben den Hinweisen auf masselose Neutrinos gibt es Experimente, wel-
che gegeniiber den theoretischen Uberlegungen Neutrinodefizite aufweisen,
die sich durch Neutrinomischungen und damit durch massive Neutrinos er-
kldren lassen. In diesen Experimenten werden zwei verschiedene Neutrinode-
fizite beobachtet: das Sonnenneutrinodefizit und das Defizit atmosphérischer
Neutrinos.

Sonnenneutrinos werden von den Experimenten Homestake, Kamiokan-
de, GALLEX und SAGE beobachtet. Alle vier Experimente beobachten ein
Defizit an Elektronneutrinos im Vergleich zu den Vorhersagen des Standard-
sonnenmodells. Das Defizit kann durch den Mikheyev-Smirnov-Wolfenstein
(MSW) Mechanismus erkléart werden. Dieser Mechanismus beschreibt den
Resonanzbergang von Neutrinos in Materie. Das Fehlen der Neutrinos wird
also auf die Umwandlung eines Teils der erwarteten Elektronneutrinos in ein
Yy, V7 oder ein noch unbekanntes ,steriles* Neutrino v, zurtickgefiithrt [14].

Die Reduzierung des Neutrinoflusses durch den MSW-Mechanismus ist
vom Mischungswinkel und der Differenz der Massenquadrate der beteiligten
Neutrinos abhéngig. Die zur Erklarung der Experimente benotigten Parame-
terbereiche wurden in [33, 34] zusammengestellt (Abb. 2.1).

Atmosphiérische Neutrinos entstehen in der oberen Atmosphére haupt-
séchlich bei Pionzerfallen durch den anschliefenden Myonzerfall. Diese Myon-
neutrinos werden in drei Experimenten untersucht: Kamiokande, IMB und
Soudan. Auch hier werden weniger Neutrinos beobachtet, als theoretisch vor-
hergesagt. Um das atmosphérische Neutrinodefizit durch Neutrinomischun-
gen erkliren zu kénnen, muf der Mischungswinkel bei sin*(26,;) ~ 0.5 und
die Differenz der Massenquadrate Amfn (i = e, T, s) zwischen 0.0005eV? und
0.5eV? liegen [17].

Auch fiir kosmologische Uberlegungen sind massive Neutrinos interes-
sant. Die inflationdren Urknall-Modelle fordern ein flaches Universum. Die
bisher beobachtete Materiedichte des Universums ist jedoch viel zu klein fiir
ein solches Szenario. Es gibt daher viele Versuche, eine bisher unbeobacht-
bare ,,dunkle* Materie aufzuspiiren, um dieses Defizit zu erklidren. Einen
entscheidenden Beitrag zur dunklen Materie konnen auch massive Neutrinos
liefern. Das im Augenblick von Kosmologen favorisierte Modell fordert fr das
7-Neutrino eine Masse zwischen 5 und 7eV [46].
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Abbildung 2.1: Erlaubte Parameterbereiche zur Erklarung des Sonnenneu-
trinodefizits durch den MSW Mechanismus nach Hata und Langacker [34].



Kapitel 3

Grand Unified Theorien

Alles fliet.
Heraklit

Das SM der Elementarteilchenphysik ist, obwohl es bisher mit den Experi-
menten hervoragend {ibereinstimmt, in mancher Hinsicht unbefriedigend. In
diesem Kapitel sollen Ansétze vorgestellt werden, die auf die Beantwortung
eines Teils der in der Einleitung erwhnten, offenen Fragen abzielen.

3.1 Einfache Erweiterungen des Standard-
modells

3.1.1 Rechtshndige Neutrinos

Es gibt eine Reihe von Variationen des SMs, die sich mit der Frage nach den
rechtshidndigen Neutrinos beschéftigen [14].

Die wichtigste Erweiterung des SMs in Zusammenhang mit rechtshéndi-
gen Neutrinos und Neutrinomassen ist unter dem Namen ,,See-Saw-Mecha-
nismus“ bekannt. Beim See-Saw-Mechanismus werden rechtshéndige Neu-
trinos analog zu den iibrigen rechtshindigen Fermionen eingefiihrt. Diese
rechtshindigen Neutrinos haben die Darstellung (1,1). Jetzt ist es moglich,
auch fiir die Neutrinos Yukawakopplungen und damit Dirac-Massenterme zu
schreiben. Da die rechtshéndigen Neutrinos keine Quantenzahlen tragen, ist
es auflerdem moglich Majorana-Massenterme zu schreiben. Die Massenterme
fiir Neutrinos lauten also (fiir eine Familie geschrieben):

1 _
LMD = —mpTRyy — imM?R(VR)C +he = —(v° VR)M(:L) B
R

M:( X mD) . (3.2)
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Die symmetrische Matrix M 148t sich durch eine orthogonale Transfor-
mation diagonalisieren. Die Neutrinofelder werden zu Linearkombinationen
von Majorana-Neutrinos mit definiter Masse:

1
M-D . -
L = _5 ( Viight YlightViight + myhmvyyheavyyheavy) (33)
und
v = €080 Vight 4 SN0 Vpequy
vR® = —sinb vygn + cos 0 Vheany (3.4)

Fiir den See-Saw-Mechanismus wird nun angenommen, dafl die Dirac-Massen
der Neutrinos etwa die gleiche Groéflenordung haben, wie die Massen der
anderen Fermionen, die Majorana-Massen jedoch sehr viel groler sind. Fiir
die Massen der neuen Felder bedeutet das:

1 mp
Muight vheavy — 9 ’mM + \/m =~ { %1]\\44 (3.5)

Dieser Mechanismus liefert also Erklarungen fiir die Unterdriickung der Neu-
trinomassen und fiir die Abwesenheit von rechtshéndigen Neutrinos. Offen
bleibt die Frage, wieso die Majorana-Massen so {iberaus grof sind gegeniiber
den Dirac-Massen.

Erweitert man diesen Mechanismus auf drei Familien, so sind die Dirac-
Massen Mp und die Majorana-Massen My, 3 x 3-Matrizen im Familienraum.
Die Massenmatrix fr die leichte Neutrinos 1t sich anolog zu (3.5) berechnen:

—1agT
vigne == MpMy, M,

M, ~ My (3.6)

Vheavy

Sowohl in der Dirac-, als auch in der Majorana-Massenmatrix knnen Famili-
enmischungen auftreten. Die Neutrinomassenmatrix M, ,, mu also entspre-
chend Gl. (2.19) diagonalisiert werden. Die Masseneigenzustnde der leichten
Neutrinos ergeben sich analog zu (2.20).

Im geladenen Strom kann V/¥ nun nicht mehr absorbiert werden:

v
Sy o= (e, T (1 =)Wk | v
i
+(dm, sm, b)Y (1 — Y )Wegn | ™ , (3.7)
tm

wobei V&, = VEVY die leptonische Cabbibo-Kobayashi-Maskawa-Matrix
ist. Die Parametrisierung erfolgt analog zur Parametrisierung der CKM-
Matrix (2.23).
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3.1.2 Zwei Higgs-Doubletts

Eine andere Variation des SMs ist das SM mit zwei Higgs-Doubletts. Diese
Erweiterung soll hier beschrieben werden, weil sie fiir die Konstruktion von
GUTs von Bedeutung ist. Bei der Konstruktion des Higgs-Sektors im SM
benutzt man die Tatsache, da die Darstellung der Higgs-Teilchen reell ist, um
den u-artigen Quarks Massen zu geben (Abschnitt 2.4). Dies ist nicht mehr
moglich, falls die Higgsdarstellung des SMs in eine komplexe Darstellung
eingebettet werden soll.

In diesem Fall muf} eine zweite (1, 2)-Higgsdarstellung eingefiihrt werden,
die den Vakuumerwartungswert in der I3 = —i—%—, statt in der I3 = —%—
Komponente hat und deren Hyperladung Y = —% ist. Die Yukawakopplung
fiir u-Quarks lautet nun:

yuu(ua d)L (1/}1)“1{ + h.c. (38)
(0

Durch die Symmetriebrechung ergibt sich wiederum der Massenterm:

(11) ist auch der Vakuumerwartungswert, der in den (Dirac-)Massentermen
der Neutrinos auftaucht, falls rechtshndige Neutrinos benutzt werden. Das
Verhltnis der Vakuumerwartungswerte im Zwei-Higgs-Modell wird mit tan (8
bezeichnet:

(¢1)

tan 3 (6a) (3.10)
Whrend dieses Verhltnis ein zustzlicher freier Parameter des Modells ist, wird
die Summe der Quadrate der Vakuumerwartungswerte durch den Vakuumer-
wartungswert im Ein-Higgs-Modell festgelegt:

<¢2>§-Higgs = <¢2>§-Higgs + <¢1>§-Higgs = (174 Gev)2 (311)

3.2 SU(5)

Die bisher beschriebenen Erweiterungen der SMs liefern keine tieferen Ein-
sichten in die Theorie, im Gegenteil, die Anzahl der freien Parameter des
Modells wurde noch vergrert. Dies ist bei GUTs anders. Das Ziel bei der Kon-
struktion von GUTs ist die Vereinheitlichung der drei Krfte im SM. Inspiriert
wird dieses Konzept durch die Entwicklung der effektiven Kopplungen des
SMs bei hohen Energien (Abb. 3.1), bei der sich die drei Kopplungen in der
Nhe von 10*® GeV kreuzen. Die Idee ist, dal man oberhalb dieser Skala eine
neue Theorie mit nur noch einer Kopplung hat.

Die erste GUT wurde von Georgi und Glashow [28] 1974 vorgeschla-
gen und von Buras et. al. [16] ausgefhrt. Statt durch die SM-Gruppe
SU(3) x SU(2) x U(1) sollte oberhalb einer Skala von etwa 10 GeV die



3.2. SU(5) 23

0.8 - -

04 -

0.2 -

0 | | |

91 10° 1010 10%°
Skala [ GeV]

Abbildung 3.1: Entwicklung der Eichkopplungen im SM

Eichsymmetrie durch die SU(5) gegeben sein. Die Fermionen einer Generati-
on werden in eine 5-dimensionale und eine 10-dimensionale Darstellung auf-
geteilt. In der 5-Darstellung der ersten Familie findet man die rechtshndigen
d-Quarks, das linkshndige Elektron und das linkshndige Elektronneutrino.
In der 10-Darstellung sind die brigen Teilchen enthalten. Die Eichbosonen

5 10

1. Familie dR,GLC,VeLC UL,U,RC,CZL,GL
2. Familie | sg, 1, v, | cr,cr®, se, i
3. Familie | bg, 2.5 v71¢ | tr,trS br, 11

Tabelle 3.1: Die Fermionen und ihre Darstellungen in der SU(5)

der SU(5) leben in der adjungierten Darstellung, der 24. Zustzlich zu den
Eichbosonen des SMs gibt es hier noch Eichbosonen, die Leptonen in Quarks
und umgekehrt wandeln knnen. Diese Eichbosonen werden deshalb auch als
Leptoquarks bezeichnet.

Die Symmetriebrechung der SU(5) erfolgt analog zur Brechung des SMs
in SU(3) xU(1), indem fr die Leptoquarks ber den Higgs-Mechanismus Mas-
sen erzeugt werden. Dies ist mit einer 24-Higgsdarstellung mglich. Die so
entstehenden Massen der Leptoquarks Mgy (s) liegen in einer Grenordnung
von 10'° GeV, so daB unterhalb dieser Skala das SM als effektive Theorie
giiltig ist.

Da in der SU(5) Quarks in Leptonen umgewandelt werden knnen, ist das
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Abbildung 3.2: Entwicklung der Eichkopplungen im SM mit Fehlern

Proton nicht mehr stabil. Die Lebensdauer des Protons ist von der Masse der
Leptoquarks abhngig: \

Tt n ~ ‘;\4&(5)5 , (3.12)

Csu(s)p

wobei m,, die Protonmasse und asy(s) = ggU(E)) /47 die Kopplung an der Skala
Mgy sy ist [39]. Fiir die angegebene Skala von Mgy s) >~ 10'° GeV ergibt sich
eine Protonlebensdauer von 7,_+.0 ~ 4 - 10%* Jahre. Dies war noch Anfang
der 80er Jahre jenseits der experimentellen Grenze von 10%° Jahren. Erst
die neuesten Experimente konnten die Untergrenze fr die Protonlebensdauer
auf 7, .+70 > 103 Jahre steigern. Dies entspricht einer unteren Schranke von
MSU(S) > 2.2-10% GeV.

In den letzten Jahren konnten auch die Eichkopplungen genauer bestimmt
werden. Nach diesen neuen Daten treffen sich die Eichkopplungen nicht mehr
in einem Punkt, sondern bilden ein Dreieck (Abb. 3.2). Die Kopplungen ¢;
und g, treffen sich bei etwa 10'3 GeV weit unterhalb der unteren Schranke.

Bevor ich auf dieses Problem zuriickkomme, méchte ich noch zwei weitere
Eichgruppen vorstellen.

3.3 SO(10)

Will man in einer GUT auch rechtshéndige Neutrinos unterbringen, so mufl
eine Gruppe gefunden werden, in deren Darstellungen das zusétzliche Fer-
mion untergebracht werden kann. In der SO(10) erméglicht die 16 einen
Fermioninhalt, der nur das rechtshéndige Neutrino als zusétzliches Teilchen
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enthélt. Auch diese Vereinheitlichungsgruppe wurde bereits 1974 vorgeschla-
gen [25, 27]. Neben der Einfiihrung der rechtshidndigen Neutrinos bietet
SO(10) den Vorteil, da in dieser Theorie alle Fermionen einer Familie in
derselben Darstellung leben. Das bewirkt, das die Theorie automatisch an-
omaliefrei ist.

3.4 F;

Betrachtet man die Dynkin-Diagramme von SU(5), SO(10) und Es, so er-
gibt sich Fj als natiirliche Erweiterung der beiden ersten Gruppen. Da FEj als
Ausnahme-Gruppe jedoch nicht in einer unendlichen Reihe von Lie-Gruppen
steht, erscheint diese Wahl weniger willkiirlich als die der anderen beiden
Gruppen. FEg ist dazu die einzige Ausnahme-Gruppe mit komplexen Dar-
stellungen. Die Fermionen bilden eine 27. Ebenso wie SO(10) ist Eg also
anomaliefrei. Als Higgsdarstellungen kommen 27, 351, 351" und 650 in Fra-
ge. Die Darstellungen 351 und 351’ sind zwei verschiedene Darstellungen
der gleichen Dimension. Interessant ist die 27, da diese Higgsdarstellung die
Méglichkeit von dynamischer Symmetriebrechung eréffnet. Die Eichbosonen
in der Ejg bilden eine 78.

3.5 Das Pati—Salam-Modell

Alle GUTs widersprechen, wenn sie direkt in das SM gebrochen sind, den ex-
perimentellen Ergebnissen von Protonlebensdauer und Weinbergwinkel. Eine
Moéglichkeit, diese beiden Probleme zu 16sen, ist die Einfithrung einer Zwi-
schenskala M, bei der eine teilweise Vereinheitlichung stattfindet. Oberhalb
dieser intermediéren Skala éndert sich dadurch der Verlauf der Eichkopplun-
gen. Durch die Forderung nach Vereinheitlichung der Eichkopplungen kann
M7 festgelegt werden.

Das Pati-Salam-Modell (PS-Modell) benutzt zur teilweisen Vereinheitli-
chung die Eichgruppe SU(4) x SU(2) x SU(2). Die Fermionen einer Familie
im PS-Modell bilden eine (4,2,1) und eine (4,1, 2)-Darstellung. Die erste
Darstellung enthélt die linkshédndigen, die zweite die rechtshéndigen Fermio-
nen der Familie. Sowohl links-, als auch rechtshéndige Teilchen bilden also
Doubletts. Zu den dreifarbigen Quarks kommt ein Lepton als ,,vierte Farbe*
hinzu. Wie im SM werden diese Darstellungen dreimal wiederholt, um drei
Familien zu erhalten.

Im PS-Modell gibt es drei Sorten von Eichbosonen: (1,3,1) W# und
Z, die bekannten Eichbosonen der schwachen Wechselwirkung, (1,1,3) die
rechtshandigen Gegenstiicke und (15,1, 1) 8 Gluonen und 7 Leptoquarks. Die
Leptoquarks dieses Modells kénnen keinen Protonzerfall erzeugen, so dafl die
Protonlebensdauer durch die Vereinheitlichungsskala Mgo(10) bestimmt wird.

Die zwei Higgs-Doubletts des erweiterten Standardmodells bilden zusam-
men eine (1,2, 2)-Darstellung. Zur Brechung des PS-Modells in das SM wird
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eine weitere Higgsdarstellung benotigt. Diese muf3 einen Vakuumerwartungs-
wert von der Groflenordnung Mpg haben und den Leptoquarks sowie den
rechtshandigen Neutrinos eine schwere Masse geben. Dies kann mit einer
(10,1, 3) erreicht werden.

Wenn man die §-Funktionen der Eichkopplungen benutzt, so ergeben sich
die Skalen (Tab. 3.2) aus der Forderung nach Vereinheitlichung. Die Zwei-
Schleifen-Ergebnisse sind aus [21] {ibernommen.

Ein-Schleifen- | Zwei-Schleifen-
Genauigkeit Genauigkeit
Mpg 7.5-101 GeV | 5.6- 101 GeV
MSO(IO) 2.0 - 1016 GeV 4.5 - 1015 GeV

Tabelle 3.2: Die Skalen im Pati—Salam-Modell

Eine Variation dieses Modells ergibt sich, wenn man als zusétzliche Sym-
metrie die Paritédtserhaltung fordert. In diesem SU(4) x SU(2) x SU(2) x P
Modell muf} zu jeder Darstellung (a, b, ¢) auch eine Darstellung (a, ¢, b) ent-
halten sein. Dadurch bleiben auch die linkshédndige und die rechtshndige Eich-
kopplungen gleich. Fiir dieses Modell wiirden sich andere Skalen ergeben.

3.6 SUB)xU(l) xSU2) xSU((2)

Eine andere Moglichkeit zur teilweisen Vereinheitlichung bietet die Grup-
pe SU(3) x U(1) x SU(2) x SU(2). Dieses linksrechtssymmetrische Modell
bezeichne ich als LR-Modell.

Die Fermionen einer Familie bilden eine (3,2,1) und eine (3,1, 2) Dar-
stellung. Vom SM aus betrachtet entspricht das einer Zusammenfassung der
rechtshandigen Teilchen zu Doubletts, wobei auch rechtshndige Neutrinos
gebraucht werden. Es gibt drei Sorten von Eichbosonen: (1,3,1) W= und Z,
die bekannten Eichbosonen der schwachen Wechselwirkung, (1,1,3) deren
rechtshédndigen Gegenstiicke und (8,1,1) 8 Gluonen.

Die zwei Higgs-Doubletts des erweiterten Standardmodells bilden zusam-
men eine (1, 2, 2)-Darstellung. Zur Brechung des LR-Modells in das SM wird
eine weitere Higgsdarstellung benotigt. Diese muf3 einen Vakuumerwartungs-
wert von der Gréf8enordnung Mg haben, und den rechtshéndigen Neutrinos
eine schwere Masse geben. Dies kann mit einer (1,1, 3) erreicht werden.

Wenn man die #-Funktionen der Eichkopplungen benutzt, so ergeben sich
die Skalen (Tab. 3.3) aus der Forderung nach Vereinheitlichung. Die Zwei-
Schleifen-Ergebnisse sind aus [21] {ibernommen.

Auch fiir das LR-Modell kann zusétzlich die Paritédtserhaltung gefordert wer-
den.
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Ein-Schleifen- | Zwei-Schleifen-
Genauigkeit Genauigkeit

Mpr 9.4-10°GeV | 5.0-10°GeV

Msoqo) | 2.9-10°GeV | 3.9-10' GeV

Tabelle 3.3: Die Skalen im LR-Modell

3.7 Schwelleneffekte — Der Ubergang zwi-
schen den Theorien

Bisher habe ich von den vereinheitlichten Theorien als von Theorien gespro-
chen, die ,,oberhalb einer bestimmten Skala“ gelten. Dieser Ausdruck soll in
diesem Abschnitt prazisiert werden.

Wahrend man sich bei der Konstruktion von GUTs, vom SM ausgehend,
zu hoheren Energien vortastet, muf fiir die Konstruktion effektiver Theorien
der umgekehrte Weg gegangen werden. Das SM soll als niederenergetischer
Grenzwert der vereinheitlichten Theorie gebildet werden.

Die Berechnung einer effektiven Wirkung S (4], welche nur die leichten
Felder 1 enthlt, kann im Feynman-Pfadintegral-Formalismus als Integration
ber die schweren Felder ¥ geschrieben werden:

S / A7) 5 (3.13)

Als schwere Felder gelten die Freiheitsgrade der Theorie, welche gem der
gewnschten Symmetriebrechung groe Massen erhalten. Die neue Wirkung
mit den leichten Feldern bildet, entsprechend der Konstruktion, nun eine
Eichtheorie mit einer kleineren Symmetriegruppe.

Um zu erklren, was bei der Integration geschieht, mchte ich nun beispiel-
haft vorrechnen, wie sich der kinetische Term der Eichbosonen verhlt, wenn
man eine Eichgruppe G auf diese Art in die Untergruppen G; x ... x G,
bricht (siehe [31]).

Die Lagrangedichte der ursprnglichen Theorie ist

1 — .
L = —ZFﬁuFauﬂFW@g_MFWJF'“ (3.14)
mit
i = 9UAL — 0" Al — gCagy ABAY . (3.15)

Zunchst wird die Lagrangedichte zerlegt, in einen Teil der nur leichte Teilchen
und einen Teil der auch schwere Teilchen enthlt. Den kinetischen Term der
Eichbosonen kann man durch Aufspalten der Summe ber « schreiben als
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2
o —chABCZA“AV 43 Capo Al AC>

=1

— 2> (F = gCainc Al A”) (3.16)
mit

ol AL — Al — gCoue Al AL

FR= OFAY — 0" A4 — gCapc AR AY, (3.17)
Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert, dabei durchlaufen die Indi-
zes a;, b, ¢; nur die Felder der Eichgruppe G;, die Indizes A, B, C' durchlaufen
die iibrigen (schweren) Felder.

Die Terme F. (i = 1...n) in (3.16) konnen aus der Integration (3.13)

herausgenommen werden. Die Lagrangedichte der effektiven G| x ... x G-
invarianten Theorie 1t sich nun wie folgt schreiben:

n

~ 1
£:_Z cﬁy WW+ Zl g aml,+... , (3.18)
=1
wobei der zweite Term den Beitrag der Vakuumpolarisation durch schwe-
re Felder darstellt. Dieser Beitrag hat die genannte Form, da Eichinvarianz
gefordert wird. )
Um die kanonisch normierten Feldstrken zu erhalten, mssen die F}” um-

normiert werden. Die Potentiale der neuen Felder ﬁ’[l‘” lauten

—\J1-1L A, . (3.19)

Gleichzeitig mu die Eichkopplung verndert werden, damit sich die kovariante
Ableitung nicht ndert:

n

DF =0 =iy St AL = D=0t =iy T, AL
= =1
= G = 2 (3.20)
V-1

Nach Hall [31] gilt /; = g®)\;, mit \; unabhngig von g, so da

% = iz -\ (3.21)
9i g
gilt. Der allgemeiner Ausdruck fr A\; wird von Hall angegeben. ); ist erst fr
Zwei-Schleifen-Rechnungen von 0 verschieden.

Obwohl bisher in der Literatur nicht beschrieben und nicht allgemein
berechnet, ist es klar, da solche Korrekturen auch fr Yukawakopplungen auf-
treten. Ebenso wie fiir die Eichkopplungen ergibt sich aus der Eichsymme-
trie, dafl die Korrektur des kinetischen Terms eine Umnormierung der Felder
notig macht, die wiederum eine Anderung der Yukawakopplungen zur Folge
hat. Da die betrachteten Modelle drei Familien von Fermionen besitzen und
die Yukawakopplungen Matrizen im Familienraum sind, sind die mdéglichen
Schwellenkorrekturen ebenfalls komplexe 3 x 3-Matrizen.




Kapitel 4

Die verwendeten Modelle

In diesem Abschnitt sollen die von mir verwendeten Modelle und deren mogli-
che Variationen vorgestellt werden.

4.1 Das zugrunde liegende FEg-Modell

Das im folgenden verwendete FEg-Modell besitzt drei 27-Darstellungen, in
diesen sind die Fermionen der drei Familien untergebracht. Dazu gibt es eine
27, die das Higgs darstellt, welches den Fermionen Massen geben soll. Die
351’ und die 650 sollen benutzt werden, um die notwendigen Symmetriebre-
chungen bis ins SM zu erzeugen. Ich verwende keine 351-Darstellung.

In allen Modellen, die ich untersuche, soll die Fg Symmetrie zunéchst in
eine SO(10) x U(1) Symmetrie gebrochen werden. Die Zerlegung der ein-
zelnen Darstellungen ist in Tab. 4.1 aufgefiihrt. Es wird angenommen, dafl
aus den Fermiondarstellungen nur die 16 iiberlebt, wahrend aus der 27-
Higgsdarstellung die 10 {ibrig bleibt. Aus der 78 und der 351’ bleiben die
45 bzw. die 54 und die 126 bestehen.

27 — 1+10+16
78 — 1+45+16+16
351 — 10+16+16+45+120+ 144
351 — 1+10+16+54+ 126 + 144
6560 — 1+10+10+16+ 16 + 45+ 54 + 144 + 144 + 210

Tabelle 4.1: Zerlegung der Eg-Darstellungen unter SO(10) x U(1)

4.2 Die Brechungswege des SO(10)-Modells

Fiir die Brechung der SO(10)-Symmetrie gibt es mehrere Moglichkeiten. Bre-
chungswege iiber SU(5) sollen hier nicht beriicksichtigt werden, da das mini-

29
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male Modell sowohl wegen der Protonzerfallsexperimente, als auch wegen der
Eichkopplungen ausgeschlossen ist. Erweiterte Modelle vergréfiern hingegen
die Anzahl der Parameter und verringern damit die Voraussagekraft.

Weitere Brechungswege beginnen bei der maximalen Untergruppe
SU(4) x SU(2) x SU(2). Die Brechung kann durch die 54 oder die 210-
Higgsdarstellung erfolgen. Verwendet man die 54, bleibt zustzlich eine dis-
krete Symmetrie P, die Paritt, erhalten. P garantiert die Gleichheit der Eich-
kopplungen in der beiden SU(2). Nimmt man dagegen die 210 zur Brechung,
so ist P ebenfalls gebrochen.

Um zum SM zu gelangen, wird die SU(4) in SU(3) x U(1) zerlegt, das
sind die bliche Farbsymmetrie und die B — L-Symmetrie. Weiterhin mu die
rechtshéndige SU(2) nach U(1) gebrochen werden. Die Brechung der B — L-
Symmetrie It eine Kombination der Quantenzahl B— L und der rechtshndigen
Ladung berleben. Die resultierende U(1) bildet die bekannte Y-Ladung des
Standardmodells. Die Wahl der Reihenfolge der einzelnen Skalen ermoglicht
eine Reihe von Brechungsschemata. Legt man mehrere Skalen zusammen, so
kann das Schema vereinfacht werden.

4.2.1 Das Pati-Salam—Modell

In dieser Arbeit wurde zunéchst die SU(4) x SU(2) x SU(2)-Symmetrie fur
einen Bereich von der SO(10)-Skala M, so(10) bis zur intermedidren Skala Mpg
angenommen. Die Brechung ins Standardmodell erfolgt an dieser Skala in ei-
nem Schritt. Da dies die stérkste intermedidre Symmetrie ist, konnen Abwei-
chungen von dieser Symmetrie Hinweise auf das benotigte Brechungsschema
geben. Die Zerlegung der einzelnen Darstellungen ist in Tab. 4.2 aufgefiihrt.

10 — (1,2,2)+(6,1,1)

16 — (4,2,1)+(4,1,2)

45 — (1,3,1)+(1,1,3)+ (15,1,1) + (6,2,2)
126 — (6,1,1)+(10,3,1) + (10,1,3) + (15,2,2)

Tabelle 4.2: Zerlegung der SO(10)-Darstellungen unter SU (4)xSU (2)xSU(2)

Von den Higgsdarstellungen bleiben nur die (1,2, 2) und die (10,1, 3) er-
halten, die iibrigen bekommen durch die SO(10)-Brechung schwere Massen.
Die (6,2,2) der Eichbosonen erhalten ebenfalls schwere Massen. In dieser
Darstellung sind die Leptoquarks enthalten, die den Protonzerfall verursa-
chen.

Beim Ubergang zum Standardmodell, der durch die (10,1, 3) erzeugt
wird, erhalten die rechtshidndigen Neutrinos eine (Majorana-) Masse. Die
(1,2,2) enthlt die beiden Higgs-Doubletts, die den bekannten Fermionen
spéter die Massen geben.
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4.2.2 Das LR-Modell

Spéater wurde auch ein Modell untersucht, bei dem die SU(4) bereits an
der Skala Mgy in SU(3) x U(1) gebrochen ist. Um die SO(10) direkt in
SU(3) x U(1) x SU(2) x SU(2) brechen zu kénnen, kann eine 45 oder eine
210 benutzt werden. Wird die 210 benutzt, so bleibt die Paritét erhalten.
In diesen LR-Modellen bleibt von der (10,1, 3) des Pati-Salam-Modells nur
die (1,1, 3) erhalten. Die Symmetrie SU(3) x U(1) x SU(2) x SU(2) gilt bis
zur Skala M. Hier wird das Modell durch die (1,1, 3) in einem Schritt in
das Standardmodell gebrochen.

4 — 3+1

6 — 3+3

10 — 6+3+1

15 — 8+3+3+1

Tabelle 4.3: Zerlegung der SU(4)-Darstellungen unter SU(3) x U(1)

Eine Zusammenfassung des Brechungsweges und der Zerlegung der be-
nutzten Darstellungen findet sich in Tab. 4.4. Zu beachten ist, dafl die Dar-
stellungen der rechtshéndigen Teilchen wie Antiteilchen transformieren, al-
so die ladungskonjugierten Felder enthalten miissen. Das PS-Modell ent-
spricht der Situation Mgy > Mgouo) > Mps = Mg, im LR-Modell gilt
Mgy, > Msogo) = Mps > Mpr.

4.3 Die Randbedingungen in Baumnéiherung

Aus dem bisher Gesagten ergeben sich die Beziehungen zwischen den Eich-
bzw. Yukawakopplungen der verschiedenen Modelle.

Bei der Brechung einer Symmetrie verhalten sich die Eichkopplungen ste-
tig. Abweichungen von dieser Regel ergeben sich nur bei der Brechung von
zwei U (1)-Symmetrien in eine einzelne U(1). In solchen Fllen berlebt im allge-
meinen eine Kombination der beiden ursprnglichen Quantenzahlen, die neue
Kopplungsstrke ist eine Mischung der beiden ursprnglichen Kopplungsstrken.

Auch die Brechung des SMs nach SU(3) x U(1) fllt in diese Kategorie:
Bei der Brechung der SU(2) entsteht, zustzlich zur vorhandenen U(1) der
Y-Ladung, eine linkshndige U(1). Von diesen beiden berlebt jedoch nur eine
Kombination: Die elektrische Ladung.

In den von mir untersuchten Modellen tritt diese Situation bei der Bre-
chung des Pati-Salam-Modells auf. Sowohl bei der Brechung der SU(4),
als auch bei der Brechung der rechtshndigen SU(2), entsteht eine U(1)-
Symmetrie. Durch die Brechung dieser beiden U(1)-Symmetrien in eine ein-
zige entsteht die Y-Ladung. Der Mischungswinkel dieser beiden Kopplungen
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MEgg Mso(10)
-

Es S0(10) ps Mrsoopp Moy
(3,2,1) — (3,2);
/ 6
4,2,1) — (1,2,1) — (1,2)_%
Fermionen e
27 — 16
N\ (3,1) 2
_ _ S 2
(4,1,2) — (3,1,2) — (3,1):
\ 3
17172) - (171)1
\ (171)0
Higgs p (1,2)%
27 — 10 — 1,2,2) — (1,2,2) — (1,2)_%
Higgs

351 — 126 —  (10,1,3) — (1,1,3)

Tabelle 4.4: Das verwendete Brechungsschema der Eg und die Zerlegung der
Darstellungen.

wird von Harvey, Ramond und Reiss [32] angegeben:

1 _ sin’(¢) cos?(¢)
QI(MPS)2 o gT(MPS)2 + 94(MPS)2 (4.1)
mit
sin(¢) = \/g cos(¢) = § : (4.2)

Auch bei der Brechung des LR-Modells werden zwei Kopplungen gemischt:
Die Kopplung der B — L-Symmetrie mit der U(1), die bei der Brechung der
rechtshndigen SU(2) entsteht. Es gilt

1 _ sin®(¢) cos?(¢)
91(MLR)2 B gr(MLR)2 gB—L(MLR)2

mit dem gleichen Winkel ¢.

Auch die Yukawakopplungen sind in Baumnherung an den Schwellen ste-
tig. Daher geht es im folgenden hauptschlich darum, welche Kopplungen der
verschiedenen Modelle miteinander verbunden sind und wie sie hier bezeich-
net werden.

(4.3)
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Die Kopplungsstérke, mit der die 10 an die Fermionen koppelt, bezeichne
ich mit Y9909 Die Kopplung an die 126 nenne ich V5919 Beide Kopp-
lungen sind Matrizen im Familienraum.

Die analogen Kopplungen kommen im Pati-Salam-Modell vor: Y% ist
die Kopplungsstirke der (1,2,2), VI die Kopplungsstirke der (10,1, 3).
Der Vakuumerwartungswert dieser Higgsdarstellung wird mit v, bezeichnet.

Im LR-Modell koppelt die (1,2,2) unterschiedlich an Quarks und Lep-
tonen. Die Kopplungen heien entsprechend Q“? und L*F, mssen aber an
der Skala Mpg gleich sein. VE ist die Kopplungsstiirke der (1,1,3). Deren
Vakuumerwartungswert ist wiederum v,..

Bei der Brechung ins SM werden die Fermiondarstellungen geteilt. Jede
Darstellung erhélt eine unabhéngige Kopplungskonstante. Diese sollen nach
den Teilchen der ersten Familie mit UM, DM ESM und VM bezeichnet
werden. Obwohl auch die Higgsdarstellung gespalten wird, gibt es nur diese
vier Kopplungen, da die eine Higgsdarstellung nur an d-artigen Quarks und
geladene Leptonen koppelt, wihrend die andere nur mit u-artigen Quarks
und Neutrinos wechselwirkt.

Alle diese Kopplungen sind Matrizen im Familienraum und gleichzeitig
Funktionen der Energieskala s. Die Abhéngigkeit von dieser Energieskala ist
geméfl Gl. (2.38) durch die zugehorige [-Funktion gegeben. An den Bre-
chungsschwellen gelten fr das PS-Modell folgende Beziehungen:

Y (Msono) = YUY (Mson))
VIS (Msoao) = V22U (Msoqo)

USM(MPS) _ YPS(MPS)
DSM(MPS) — YPS(MPs)
ESM(MPS) — YPS(MPS)
VSM(MPS) — YPS(MPS)
My (Mps) = v, V,PS(Mps) (4.4)

Fr das LR-Modell lauten die Beziehungen:

Q" (Msonny) = YU (Msonn)
L*(Msoqo) = YU (Mgo))
VIR (Msoaoy) = V52U (Msoae)
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UM(Mpr) = Q"(Myg)
DM(Mpr) = Q" (Myg)
ESM<MLR) LLR<MLR)
VSM(MLR) _ LLR(MLR)
My, (Mpg) = 0. V;(MpR) (4.5)

Bei der Skala My, an der das Standardmodell in QCD und QED gebro-
chen wird, erhalten die Fermionen Massenterme (vgl. 2.4 und 3.1.2):

My(Mz) = (i) UM (My)
( (¢2) DM (M)
Mp(Myz) = (¢2) BSM(My)
( ( )

1) VM (M (4.6)

Die Massen der Quarks und der geladenen Leptonen ergeben sich durch
Diagonalisierung gemifl Gl. (2.19). Um die Massen und Mischungen der be-
obachtbaren (leichten) Neutrinos zu erhalten, mu gem (3.6)

My (Mz) = My (M) My, (M)~ My (Mz)" (4.7)

Viight

diagonalisiert werden, denn My bezeichnet nur die Dirac-Neutrinomassen.
Die Matrizen Voga(Mz) und Ve, (Mz) ergeben sich aus den unitéiren
Transformationsmatrizen.

4.4 Die (-Funktionen in allgemeinen Yang—
Mills-Theorien

Die Entwicklung der Kopplungen zwischen den verschiedenen Skalen wird
durch die g-Funktionen beschrieben.

Machacek und Vaughn haben diese in [42] und [43] auf 2-Schleifen-Ge-
nauigkeit fiir allgemeine Quantenfeldtheorien mit beliebiger Eichsymmetrie
angegeben. Die allgemeine Lagrangedichte einer solchen Theorie wird dort
mit Vektorbosonen VHA, Fermionen 1; und reellen Skalaren ¢, geschrieben:

1 1

L= FAFA + 5 Duta Dy + i} o,D; — (Y;;gwjgwk% + h.c.)

1
+Z)\abcd¢a¢b¢cqbd + ... (Massen-, Geist-, Eichterme) (4.8)

Die kovariante Ableitung ist hier D, = 9, — ig tAAﬁ. A numeriert die vor-
handenen Eichbosonen, j und k£ numerieren die auftretenden Fermionen und
a,b,c und d die Skalare. Der Feldstirketensor F /f}j ist wie in (2.2) definiert.
Zu beachten ist die Definition der Yukawakopplung Y}, welche die Kopp-
lung der Fermionen an reelle Skalare beschreibt. Die symmetrische Behand-
lung der Indizes 7 und k ergibt eine Kopplung, die nur halb so gro ist wie
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Eigenwert des
Gruppe | Darstellung | Dynkin-Index | Casimiroperators
Eg 27 6 52/3
78 24 24
351 150 100/3
351’ 168 112/3
SO(10) 10 2 9
16 4 45/4
45 16 16
SU(4) 4 1 15/4
6 2 5
10 6 9
15 8 8
SU(3) 3 1 8/3
6 5 20/3
8 6 6
SU(2) 2 1 3/2
3 4 4
U(1) Quadrat der U(1)-Ladung

Tabelle 4.5: Dynkin-Indizes und Eigenwerte der Casimiroperatoren verschie-
dener Gruppen und Darstellungen nach Slansky [49]

die der Beschreibung in Abschnitt 2.4, bei der j nur die linkshndigen und &
nur die rechtshndigen Fermionen durchlaufen wrde. Auch die Eichkopplung
ist nur halb so gro wie nach (2.3).

Im folgenden bezeichnet Y* die Matrix mit den Eintridgen Y};. Die Ein-
Schleifen-Anteile der S-Funktionen fiir eine Theorie mit der einfachen Eich-
gruppe G lauten dann [43]:

11 4 1
16723]g] — <—302(G)+3/<52(F)+652(5>) F (49
16026 Y, ... Y™ g = ;(Y;(F)YuY“Y;(F)) + 2yty toy?

+2rY P Te (YY) = 3g7 {Co(F), Y}, (4.10)

wobei Y3(F) := YY? und fiir zweikomponentige Spinoren x = % gilt. Die
geschweiften Klammern bezeichnen den Antikommutator der eingeschlossen-
en Operatoren. Co(F) ist der quadratische Casimiroperator der Fermiondar-
stellung, Cy(G) der der adjungierten Darstellung. Sy(S) und S»(F) sind die
Dynkin-Indizes der Skalar- bzw. der Fermiondarstellung (Tab. 4.5).

Falls die Eichsymmetrie GG nicht einfach, sondern ein direktes Produkt
G = Gy X ... x G, mit den Eichkopplungen g,..., g, ist, muf in (4.10)
G*Co(F) durch Y7, g?Ci(F) ersetzt werden. (3% ergibt sich, indem man in
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(4.9) den Casimiroperator und die Dynkin-Indizes beziiglich der Darstellun-
gen in G; auswertet.

Die (-Funktionen fiir ein spezielles Modell lassen sich nun berechnen,
wenn man die Matrizen Y* bestimmt hat. Diese erhlt man am einfachsten,
indem man die Yukawaterme der Lagrangedichte in Tensorform aufschreibt
und mittels eines Programms fr symbolische Algebra ausmultipliziert. Die
Eichsymmetrie schreibt dabei Beziehungen zwischen den Eintrgen der Ma-
trizen vor. (Fermionen der gleichen Darstellung koppeln mit gleicher Strke
an ein ¢% Skalare der gleichen Darstellung koppeln mit gleicher Strke an
ein 9;.) Da solche Beziehungen durch die Renormierungsgruppengleichun-
gen erhalten bleiben, knnen sie zur berprfung der erhaltenen [-Funktionen
dienen.

Zur Auswertung der ersten drei Terme von (4.10) habe ich ein Makropaket
fr Mathematica! geschrieben, welches die Matrizen Y als Eingabe bentigt.
Der Eichkopplungsterm kann leicht von Hand ausgewertet werden.

4.4.1 Standardmodell

Als p-Funktionen der Yukawakopplungen im SM erhalte ich in bereinstim-
mung mit [43, Anhang BJ:

3 17 9
2 U ) _ e + _ + 2 T2 2
16523 [0, D, B,g] = U (5 (U'U = D'D)+Ya— 362 — 18 — 87
3 1 9
1652670, D,B,g) = D(5(D*D-U0)+Y: - 162 — 16 - 80°)
3 9 9
165290, D, B, 0] = E(SE°E+Y: - gt~ a3) (4.11)
wobei
Yy :=Tr (3U"U +3D"D + EE)
Fr das SM mit zwei Higgs-Doubletts erhalte ich:
2 QU 3.t Lo +
16720°[U. D, B, 9] = U(SU*U = 5D"D+Te(38U*V)
17 9
— g0~ 7%~ 893)
23D 3 o+ Lot > _ 1o 9, 2
1652370, D, E,q] = D (507D = UM+ Y= 1t — 162 — 802)
3 ~ 9 9
167290, D, B, 0] = E(SETE+Y:— gt~ a3 (4.12)

mit

"Mathematica ist eingetragenes Warenzeichen der Wolfram Research Inc. [51].
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Y, :=Tr(3D*D + E*E)
Dabei bezeichnen U, D, E die Yukawakopplungen an die u-artigen, die d-
artigen Quarks und die Leptonen.

Diese Gleichungen behalten ihre Gltigkeit auch, falls das Standardmodell
um rechtshndige Neutrinos erweitert wurde, da die rechtshndigen Neutrinos
wegen ihrer groen Masse entkoppeln. Statt der Entwicklung der Yukawa-
kopplung V' mten die Neutrinomassen von der Skala M,, abwrts entwickelt
werden.

Sowohl Chankowski und Phuciennik [18], als auch Babu, Leung und Pan-
taleone [8] haben darauf hingewiesen, daf§ durch die rechtshndigen Neutrinos
effektive 5-dimensionale Operatoren in der niederenergetischen Theorie auf-
treten, welche die Entwicklung der Neutrinomassen korrigieren. Die zugehri-
gen (-Funktionen werden in den Artikeln wiedergegeben. Sie wurden jedoch
in dieser Arbeit noch nicht verwendet.

Die p-Funktionen der Eichkopplungen des SMs mit ny Higgs-Doubletts
sind weithin bekannt. In Ein-Schleifen-N&herung lauten sie

4
167%3%[g,] = (—11 + 3nG) 9>
22 4 ng
1671'2592 [gg] = <—3 + gng + 6) gg’
4
16523 gr] = (5na+ 50 ) g (41

wobei ng die Anzahl der Generationen ist.

4.4.2 Pati—Salam-Modell

Das Pati-Salam-Modell enthlt zwei Higgsdarstellungen. Die (1,2, 2) koppelt
an alle Fermionen. Thre Kopplungsstrke nenne ich Y. Die Kopplungsstrke
der Majorana-artigen (10, 1, 3) sei V.. Die Eichkopplungen werden mit g4, g,
und g, entsprechend den Symmetriegruppen bezeichnet. Die [-Funktionen
ergeben sich schlielich als

167°6Y[Y, V9] = 2YYTY + 121wwy FAYTr(YY™)
9, 9, 45 2)
Y<49z +49r+ 494
11 11
1675 (Y. Vgl = SViVi Vet VIV 4 YYHV, 4+ Y YS
4
+2V, Te(V,V,5) =V, @gf + fﬁﬁ) (4.14)

Fr die Eichkopplungen im Pati-Salam-Modell lauten die B-Funktionen
20, 21]
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44 4
167°3%[gs) = (—3 +3n6 + 3) g3
22 4 1
165" g = (‘3 Tanet 3> i
22 4 42
16723 [g,] = (-3 +ong+ 6) @ (4.15)

ng ist wieder die Anzahl der Generationen.

4.4.3 SUB)xU(1) x SU(2) x SU(2)

Im LR-Modell koppeln Quarks und Leptonen unterschiedlich stark an die
(1,2, 2). Die Kopplung der Quarks heit @, die der Leptonen L. Die Kopplung
an (1,1, 3) heit analog zum PS-Modell V,.. Die Eichkopplungen werden mit
93, 95—, g und g, entsprechend den Symmetriegruppen bezeichnet. Die (-
Funktionen des LR-Modells lauten:

167°6°[Q, L, V., 9] = 2QQ7Q+ QTr(3Q + L)
5 5 1
-Q (89§ + 90T g0+ 39?9_L)
167°6%(Q, L, V;, g = 2LLTL+ ZWWL + LTr(3Q + L)
5 5
~L (ot + 592 + 305 1)
5
167°8"(Q, L, Vr, gi] = 3 (VTVJVT + Wv;w) + LLYV, +V,LL*
+2V,Tr(V;iV,) =V, (18¢2 + 6% ;) (4.16)

und fiir die Eichkopplungen:

4
167%3%[g3] = (—11 + 3ng> g5
2 4
167T2ﬁgl [gl] = <_3 + gnG + 1) 9,
22 4 1
s
6757 [g,] 3+3ng+3 g,
4 9
1672095 gp_1] = (3na + 6) 951 (4.17)

4.5 Strahlungskorrekturen

Die bisher beschriebenen Beziehungen zwischen den Yukawakopplungen be-
schreiben die Theorie unter der Annahme, daf§ die Yukawakopplungen stetig
ineinander iibergehen. Diese Annahme entspricht der Vorstellung, dafl die
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schweren Teilchen an der Skala, an der sie Masse erhalten, entkoppeln, d.h.
die weitere Theorie nicht beeinflussen.

Wie bereits in Abschnitt 3.7 erwdhnt, kénnen die schweren Teilchen aber
Beitrage liefern, die die Form von Eich- oder Yukawakopplungen der niede-
renergetischen Theorie haben. Solche Strahlungsbeitrge liefern dann Korrek-
turen zu den entsprechenden Kopplungen.

Die Schwelleneffekte der Eichkopplungen nach Gl. (3.21) entstehen aus
Zwei-Schleifen-Rechnungen [31], sie sollen hier nicht beriicksichtigt werden.
Schwelleneffekte von Yukawakopplungen wurden bisher noch nicht allgemein
berechnet.

Bereits zu Beginn der 80er Jahre wurde jedoch versucht, Strahlungskor-
rekturen der Yukawakopplungen zur Erkldrung der Massenhierarchie zu ver-
wenden [9, 10, 11, 12, 13, 15]. Die Idee, solche Korrekturen zu benutzen, um
die Fermionmischungen zu erkliaren, stammt von Achiman [2]. Es wurde ge-
zeigt, dafl in dem beschriebenen Eg-Modell Strahlungskorrekturen auftreten,
welche relevante Beitrdge zu den Fermionmassen und insbesondere zu den
Fermionmischungen liefern [4, 5, 23, 22, 36].

351 27

78 78

27 27 27 27

351

Abbildung 4.1: Strahlungskorrekturen zur Fermion-Higgs-Kopplung in Fj

Ich mo6chte nun beschreiben, wie diese Strahlungskorrekturen zu behan-
deln sind, falls man mit Yukawakopplungen statt mit Massen rechnet.

Die Strahlungskorrekturen, die hier beriicksichtigt werden sollen, leiten
sich aus dem Diagramm in Abb. 4.1 ab. Die erste Strahlungskorrektur er-
gibt sich bei der Brechung von Eg nach SO(10). Das innere Fermion wird
dabei durch das SO(10)-Singlett gebildet (Abb. 4.2). Dieses Fermion wird
in der Literatur oft mit N bezeichnet. Es erhilt den Vakuumerwartungs-
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wert durch das SO(10)-Singlett der 351’. Der gleiche Vakuumerwartungswert
taucht auch an der Eichboson-Higgs-Kopplung auf. Da die inneren Teilchen
des Diagramms in einer SO(10)-Theorie schwer sind und somit bei der Bre-
chung von FEjg ausintegriert werden, sieht dieses Diagramm wie eine einfache
Fermion-Higgs-Kopplung aus. Es liefert also Beitrige zu der Kopplung des
10-Higgs und damit zu allen Fermionmassen.

Eine zweite Strahlungskorrektur ergibt sich erst an der Brechungsschwel-
le der B — L Symmetrie. Sie wird durch die rechtshéndigen Neutrinos als
inneres Fermion erzeugt (Abb. 4.3). Diese Kopplung ist nur fiir die u-artigen
Quarks von Null verschieden, wie man erkennt, wenn man die Zerlegung der
Darstellungen unter SU(5) betrachtet [41]. Thre Stérke ist entsprechend dem
Kopplungsparameter der inneren Fermionen mit dem Vakuumerwartungs-
wert proportional zur rechtshéndigen Neutrinomasse.

Mit diesen beiden Strahlungskorrekturen lauten die Randbedingungen
des Pati-Salam-Modells Gl. (4.4) nun

VP8 (Msoe) = YU (Msoq) + S
VP (Msoae) = V52U (Msoqo)

USM(Mpyg) Y5 (Mpg) + aV,"® (Mps)

DSM<MPS) YPS(MPS)

ESM (Mps) = YPS( Mps)

VSM<Mps) — YPS(Mps)

M, (Mps) = v, VP5(Mpg) . (4.18)

Das Modell, welches diese Randbedingungen und die 5-Funktionen aus (4.14)
und (4.15) benutzt, werde ich spter als strenges Pati-Salam-Modell bezeich-
nen.

Im LR-Modell knnen die Strahlungskorrekturen zu Quarks und Leptonen
unterschiedlich sein. Die Gleichungen (4.5) lauten mit Strahlenkorrekturen
deshalb:

QM (Msong) = YU (Msonn) + byS
L*(Msonn) = YU (Msonn) + biS
VIR (Msoao) = VU (Msono))

USM(Mpg) = Q"(Mpg)+ aV;""(M_R)

D*M(Mpr) = Q" (Myg)

EM(Mpg) = L (Myg)

VSM(MLR) — LLR(MLR)

M, (Mpr) = v V,""(Mpg) (4.19)

mit komplexen Zahlen b, und 0.
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16 1 1 16

(1)

Abbildung 4.2: Strahlungskorrekturen zur Fermion-Higgs-Kopplung in
SO(10). Vakuumerwartungswerte sind durch spitze Klammern (()) gekenn-
zeichnet

(126 (10,1,3)) 10 (1,2,2)

45 (6,2,2) 45 (15,1,1)

16 (4,2,1) 16 (4,1,2) 16 (4,1,2) 16 (4,1,2)

(126 (10,1,3))

Abbildung 4.3: Strahlungskorrekturen zur Fermion-Higgs-Kopplung durch v,
mit SO(10)- und SU(4) x SU(2) x SU(2)-Darstellungen.
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Die hier behandelten Strahlungskorrekturen durch die rechtshndigen Neu-
trinos bzw. das N entstehen aus derselben Higgskopplung, der 351" (Abb.
4.1). Sie sollten deshalb proportional zueinander sein. Dies kann jedoch um-
gangen werden, indem man mehrere 351’ in der Fjg fordert [41, S. 50]. Des-
halb werde ich in meinen Untersuchungen beide Strahlungskorrekturen als
unabhngig betrachten.

351’ 27

351’

27 27
27 27

27

Abbildung 4.4: Zwei-Schleifen-Beitrag zur Higgs-Selbstkopplung in Fj

Eine attraktive Eigenschaft der beschriebenen Strahlenkorrekturen ist ih-
re Berechenbarkeit aus den fundamentalen Parametern der Theorie. Es gibt
jedoch eine Schwierigkeit, die die Berechenbarkeit zerstéren kann. Verdndert
man das Diagramm der Strahlungskorrektur, indem man die beiden &ufleren
Fermionlinien mit einer Higgskopplung verbindet, so erhélt man einen Bei-
trag zur Higgs-Selbstkopplung (Abb. 4.4). Dieses Diagramm divergiert. Er-
laubt man, dafl dieses Diagramm in der Theorie vorkommt, so ist die Kopp-
lungsstéirke der 27-Higgsdarstellung unbestimmt und mufl im Experiment
festgelegt werden. Da die Higgs-Selbstkopplung den Vakuumerwartungswert
beeinflult, sind auch die Massen der Fermionen nicht mehr berechenbar.

In Theorien mit mehreren Familien kann dieses Problem gelost werden,
indem man fordert, das die Strahlungskorrekturen im Familienraum ortho-
gonal zur Fermion-Higgs-Kopplung sind. Wéahlt man also die Fermion-Higgs-
Kopplung Y diagonal, so miissen die Diagonalelemente der Strahlenkorrek-
turen S und V, verschwinden. Auf diese Art soll auch in meinen Modellen
erreicht werden, dafl die Diagramme aus Abb. 4.4 verschwinden und die Be-
rechenbarkeit erhalten bleibt.



Kapitel 5

Die numerische Analyse

Die im vorigen Kapitel beschriebenen Differentialgleichungen mit den Rand-
bedingungen der verschiedenen Modelle knnen nur numerisch gelst werden.
Zu diesem Zweck habe ich ein Programmpaket entwickelt, mit dessen Hilfe
die Parameterstze analysiert wurden, welche phnomenologisch zufriedenstel-
lende Ergebnisse liefern.

5.1 Das Progamm

Bei der Entwicklung des Programms sollte hohe Flexibilitit bei geringer Feh-
leranfilligkeit im Vordergrund stehen. Es sollte leicht mglich sein, neue Re-
normierungsgruppengleichungen und Randbedingungen einzubinden, um mit
der Entwicklung neuer physikalischer Modelle schritthalten zu kénnen. Da-
mit die Fehleranflligkeit mglichst gering gehalten werden kann, sollte das
Programm in Module zerlegt werden, welche einzeln getestet werden knnen.
Die leichte Lesbarkeit von Matrixgleichungen im Programmtext reduziert die
Wahrscheinlichkeit von Programmierfehlern weiter.

Bei der Realisierung habe ich mich fr die Programmiersprache C++ ent-
schieden [50]. Der objektorientierte Ansatz dieser Sprache ermglicht die De-
finition von neuen Datentypen (,,Klassen*) und dazu gehrigen , Methoden*,
d. h. Operationen oder Funktionen auf diesen Datentypen. Das Prinzip der
Vererbung erlaubt es, ,,abgeleitete Klassen zu bilden, welche auf die Metho-
den der bergordneten Klasse zurckgreifen knnen.

Diese objektorientierten Prinzipien kamen in meinem Programmpaket in
zweifacher Hinsicht zur Anwendung. Erstens, um komplexe Zahlen und kom-
plexe bzw. reelle Matrizen zu definieren und damit die gewohnte iibersicht-
liche Schreibweise von Gleichungen mit Matrizen zu ermglichen. Zweitens
ermglicht das Klassenprinzip die numerischen Methoden von den physikali-
schen Gleichungen zu trennen, so da ein unabhngiges Testen mglich war.

Dazu wurde zunchst eine grundlegende Klasse Namens Modell geschrie-
ben. Diese beinhaltet die numerische Methode zur Lsung der Renormierungs-
gruppengleichungen. Hier wurde ein Schrittweiten gesteuerter Fnfte-Ordnung
Runge-Kutta Algorithmus nach [47] fr die Verwendung mit Matrizen ange-

43
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pat. Dieses Verfahren variiert die Schrittweite so, dafl der resultierende nume-
rische Fehler kleiner als ein vorgegebenes ¢ bleibt. € wurde dabei so gewhlt, da
die resultierenden Fehler kleiner als die der experimentellen Daten blieben.

Von der Klasse Modell wurden die Klassen SM, SMVR, PS, PS5 und LR ab-
geleitet, welche die 3-Funktionen der verschiedenen Modelle und die Rand-
bedingungen fr den bergang von einem zum nchsten Modell definieren.

Mit den bisher beschriebenen Programmteilen knnen nun die verschiede-
nen Brechungswege zusammengesetzt werden. Da die Zerlegung von Massen
und Mischungen zu Yukawakopplungen nicht eindeutig ist, beginnt man bei
der Vereinheitlichungsskala mit den dortigen Eich- und Yukawakopplungen.
Von dort werden die Kopplungen mit den eben beschriebenen Methoden zur
Skala My entwickelt. Hier werden die Massen und Mischungen berechnet und
mit den experimentellen Daten (Abschnitt 2.7) verglichen. Als Ma fr die Gte
der Lsung habe ich zwei verschiedene y2-Funktionen gebildet:

num

v s () 5.1)

exp\ 2
R it (5.2)
max ° =1 A:L‘?XP :

™™ und z;"? bezeichnen die numerischen bzw. experimentellen Gren, Ax;™
die Fehler der experimentellen Werte. NV ist die Anzahl der Gren, die bewer-
tet wurden. Fr die spter gezeigten Ergebnisse werden jeweils alle bekannten
Fermionmassen, sowie die drei unteren nichtdiagonalen Elemente der CKM-
Matrix bewertet. Die Bewertung von drei Elementen der CKM-Matrix ist in
reellen Rechnungen ausreichend zur Festlegung der Matrix. Es wurden nicht-
diagonale Elemente gewhlt, da diese in der Nhe der phnomenologischen Werte
strker variieren. In komplexen Rechnungen miite zustzlich ein Parameter zur
Festlegung der komplexen Phase aus (2.23) bewertet werden.

Die drei Eichkopplungen werden zur Bestimmung der Brechungsskalen
benutzt, ihr Startwert ist festgelegt. Die zu den Eichkopplungen gehrenden
x? sind daher konstant und werden nicht mit bewertet.

Um die Parameter zu optimieren, d. h. das jeweilige x? zu minimieren,
wird der mehrdimensionale Downhill Simplex Algorithmus von Nelder und
Mead benutzt [47]. Die Parameter werden optimiert, bis entweder x? < 0.01
oder bis eine vorgegebene Anzahl von Schritten (zwischen 500 und 1000)
erreicht ist.

Sind die Parameter auf diese Art festgelegt, so ergeben sich Aussagen
iiber die experimentell nicht bekannten Gréflen Topmasse, Neutrinomassen
und Neutrinomischungen.

Versuche mit den beiden Bewertungsfunktionen zeigen, dafl bei Verwen-
dung von x2 im allgemeinen schneller gute Ergebnisse gefunden werden, als
mit x?2_ . Dies ld8t sich darauf zuriickfiihren, dal x2? Information iiber alle
angepassten Grofen enthélt, wihrend 2, nur die Information iiber eine
Grofle angibt.
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In diesen Versuchen erwies es sich auch als sinnvoll, den Parameter tan (3
nicht durch das Programm anpassen zu lassen, sondern vorzugeben. Um FEr-
gebnisse fiir verschiedenen Werte zu erhalten, wurde der gewiinschte tan (3-
Bereich in einer Schleife mehrfach durchlaufen. Dabei wurden jeder neue Wert
von tan § mit den zuletzt beim alten Wert gefundenen Parametern begonnen.

Alle Rechnungen wurden auf dem SUN-Workstation-Cluster der Theore-
tischen Physik in Wuppertal durchgethrt.

5.2 SMVR: Bis zur intermediiren Skala

Zunchst wurde ein Modell untersucht, welches sich ausschlielich auf die Re-
normierungsgruppengleichungen des Standardmodells sttzt.

Das SMVR-Modell beschreibt das Standardmodell mit zwei Higgs-
Doubletts und massiven rechtshndigen Neutrinos nach Abschnitt 3.1. Die
Entwicklung der Eich- und Yukawakopplungen wird ab der intermediren Ska-
la bercksichtigt. An dieser Skala kommen alle in Abschnitt 4.5 beschriebenen
Strahlungskorrekturen zum Tragen.

Die Randbedingungen an der intermediren Skala M; sind:

UM(M;) = Y+b,S+V,

DM(M;) = Y +b4S

ESM(M;) = Y +b.S

VMM = Y 40,8

M, (M) = cV, (5.3)

Y wurde diagonal gewhlt, whrend die diagonalen Elemente von S und V.,
verschwinden. Alle Rechnungen wurden mit reellen Kopplungen durchgefhrt.

Die intermediire Skala wurde zunéichst mit M; = Mpg = 5.6 - 102 GeV
so festgelegt, wie sie fiir das Zwei-Schleifen Pati-Salam-Modell benotigt wird
(Tab. 3.2).

Die Startwerte der Eichkopplungen wurden so gewhlt, dafl sich bei der
Skala My = 91 GeV die experimentell bekannte Gren (Abschnitt 2.7) erge-
ben.

Mit den Faktoren b;, ¢ = u, d, e, v wurde die Moglichkeit bercksichtigt, dafl
die Strahlungskorrekturen zu den verschiedenen Kopplungen unterschiedlich
sind. Einer dieser Parameter kann eliminiert werden. Ich habe in meinen
Rechnungen b; = 1 gewihlt.

5.2.1 Losungen des Modells

Es werden verschiedene Werte fr b; untersucht. Am natrlichsten erscheint die
Wahl b; = 1, i = u,d, e, v, in der alle Teilchen die gleiche Strahlungskorrektur
erhalten. Dies trgt der Herkunft aus der SO(10) Rechnung, wo alle Teilchen
der gleichen Darstellung angehren.
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Fr diesen Ansatz konnten jedoch keine befriedigenden Lsungen gefun-
den werden. Probleme bereiten die Massen der geladenen Leptonen bzw. der
d-artigen Quarks. Der obige Ansatz (5.3) mit by = b, fhrt zu hnlichen Mas-
senverhltnissen zwischen den verschiedenen Familien der Leptonen bzw. der
d-artigen Quarks:

my Ms Mg

—_— Y ~

my My, Me

(5.4)

Dies stimmt nicht mit dem beobachteten Massen berein.

Nachdem oben b, festgelegt wurde, ist b, die einzige Mglichkeit, Abhilfe
zu schaffen. Es zeigt sich, da bereits geringfgig von 1 verschiedene Werte
fr b, gute Resultate liefern. L.t man den Wert von b. durch das Programm
anpassen, so stellt sich zunéchst b, ~ 0.84 ein. Das Minimum dieser Lsung
weist jedoch Topmassen auf, welche im Widerspruch zu den experimentellen
Daten stehen.

Bessere Losungen ergeben sich fiir b, ~ —0.5 (Abb. 5.1). Der zentrale
Bereich (x2 < 0.01) fiir die Topmassen dieser Losungen ist (Abb. 5.2):

Um die Skalenabhéngigkeit des Modells zu untersuchen, wurde fiir Mpg
auch der Ein-Schleifen-Wert nach Tab. 3.2 untersucht. Die Ergebnisse fiir
Mps = 7.5-10" GeV sind in den Abb. 5.3 dargestellt. Sie zeigen eine deutli-
che Verschiebung zu gréferem tan (3. Gleichzeitig ist das Minimum schmaler
geworden, so dafl die Topmasse stiarker begrenzt ist. Der zentrale Bereich der
Topmasse liegt hier bei (Abb. 5.4):

5.2.2 Mischungswinkel des Neutrinosektors

Der Parameter b, beschreibt die Stédrke der Strahlungskorrektur im Neutri-
nosektor. Er geht in die Renormierungsgruppengleichungen der bekannten
Massen nicht ein und ist deshalb in diesem Modell numerisch nicht festge-
legt. Um den EinfluB von b, auf die Neutrinomassen und -mischungen zu
untersuchen, werden vier Félle unterschieden.

Zunéchst der bereits erwéihnte Fall b, = 1, welcher durch das Pati—Salam-
Modell motiviert wird. Dazu werden die Moglichkeiten b, = —1 und b, =
tan=2 3 betrachtet. Diese Werte entsprechen den Situationen, die A. Lukas
in [41] betrachtet hat. Schliefllich wird der Fall b, = b, untersucht, welche aus
einer Links-Rechts-Symmetrie SU(3) x SU(2) x SU(2) entsteht.

Da V, in diesem Modell nicht die Yukawakopplung, sondern die Strahlen-
korrektur ist, enthélt der Faktor ¢ einerseits den Vakuumerwartungswert der
(10,1, 3), andererseits auch die Starke der Strahlenkorrektur. ¢ kann durch
die bekannten Massen nicht festgelegt werden.
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Abbildung 5.1: SMVR-Modell: x2(tan 3), M; = 5.6 - 101 GeV
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Abbildung 5.2: SMVR-Modell: t-Quark Masse in der Ndhe des Minimums.
M; =5.6-10° GeV
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Abbildung 5.3: SMVR-Modell: x2(tan 8), M; = 7.5 - 10! GeV
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Abbildung 5.4: SMVR-Modell: t-Quark Masse in der Ndhe des Minimums.
M; =17.5-10" GeV
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Wegen dieses freien Proportionalitétsfaktors zwischen V. und M,, sind die
Neutrinomassen in diesem Modell nicht festgelegt. Nur die Massenverhélt-
nisse liegen fest. Fordert man jedoch Am2, = 9-107%eV?, wie es Abb. 2.1
entspricht, so erhédlt man eine Voraussage fiir Amfw.

Im folgenden wurde wieder Mpg = 5.6 - 10'° GeV als intermediire Skala
benutzt.

1. Fall: b, =1

Die Abbildungen 5.5 und 5.6 zeigen die Resultate fiir den Fall b, = 1. Es ist
klar zu erkennen, dafl die Mischungswinkel direkt von b, abhéngig sind. Die
e — p Mischung (in den Abbildungen durch Punkte dargestellt) ist grof fiir
positive b., und klein bei negativen b.. Die p — 7-Mischung (in den Abbil-
dungen durch Kreuze gekennzeichnet) ist dagegen grof fiir negative b, und
klein fiir positive b..

Die untere Abbildung zeigt, daf fiir diesen Fall nur die kleinen pu — 7-
Mischungen mit den Experimenten vertréglich sind. Diese Losungen gehéren
zu b, > 0.4. Eine Erkldrung des atmosphérischen v,-Defizits ist in diesem Fall
nicht moglich. Die v,-Masse m;,_~ Am?_ ist zu gering, um den geforderten
Beitrag zur dunklen Materie im Universum zu liefern.

Die zugehorigen e — u-Mischungen sind zum Teil nur wenig kleiner als die
zur Erklarung des Sonnenneutrinoproblems benotigten Werte.

2. Fall: b, = —1

Die Resultate fiir den Fall b, = —1 sind in den Abbildungen 5.7 und 5.8
dargestellt.

Grofle e — p-Mischungen gehoren wieder zu positiven b.. Fiir b, = 0.6
ergeben sich Mischungen, wie sie zur Losung des Sonnenneutrinoproblems
erforderlich sind. Die zugehérigen 1 — 7-Mischungen liegen nur wenig niedri-
ger.

Auch die Ergebnisse fiir —0.5 < b, < 0.1 erlauben die Losung des Sonnen-
neutrinoproblems, diesmal jedoch mit kleinen Mischungen sin2(296#) ~ 0.01.
Die g — 7-Mischungen sind im Bereich —0.4 < b, < 0.1 grofler 0.1, fiir
b. < —0.4 sinken sie unter diesen Wert.

Die Darstellung Amfw gegen sin”(26,,,) ergibt keine weiteren Einschréin-
kungen: Alle Losungen sind mit den bisherigen Experimenten zur g — 7-
Mischung in Einklang. Es gibt ein paar Losungen die das v,-Defizit erkldren
konnten, aber der Hauptteil der Losungen hat zu niedriges Amfw oder zu
kleine Mischungen. In diesem Fall ist die v,-Masse zu klein, um einen ent-
scheidenden Beitrag zur dunklen Materie zu liefern.
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Abbildung 5.5: SMVR-Modell: Mischungswinkel des Neutrinosektors fiir b, =1.
Alle Werte gehoren zu Ergebnissen mit x? < 0.5.
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Abbildung 5.6: SMVR-Modell: Mischungswinkel des Neutrinosektors fiir b, =1,
x? < 0.5 und Am?, =9-107° eV?. Bereiche rechts der geschlossenen Linie
sind experimentell ausgeschlossen [24].
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Abbildung 5.7: SMVR-Modell: Mischungswinkel des Neutrinosektors fiir
b, =—1, x> <0.5.
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Abbildung 5.8: SMVR-Modell: Mischungswinkel des Neutrinosektors fiir
b, = —1, x? < 0.5 und Amz# = 9.107%eV?. Bereiche rechts der geschlossenen
Linie sind experimentell ausgeschlossen [24].
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3. Fall: b, =tan"2j3

Der Fall b, = tan~2 3 erlaubt nur grofie e — u-Mischungen: sin?(26,,,) > 0.95.

Die p — 7-Mischungen variieren jedoch stark (Abb. 5.9 und 5.10). Die-
ses Modell weist grofle Massenverhéltnisse zwischen Myon- und Tauneutrinos
auf, was zu grofien Amfﬁ fithrt. In diesem Bereich sind nur kleine Mischungen
sin®(20,,,) < 0.01 mit den Experimenten vertriglich. Auch ist keine Erklirung
des atmosphérischen Neutrinodefizits moglich. Die Kreuze im erlaubten Be-
reich (links der geschlossenen Linie in Abb. 5.10) gehéren zu b, > 0.2. Die
zugehorigen v,-Massen haben die richtige Grolenordnung, um den geforder-
ten Beitrag zur dunklen Materie im Universum zu leisten.

4. Fall: b, = b,

Die Ergebnisse fiir b, = b, sind in den Abbildungen 5.11 und 5.12 dargestellt.
Die e — p-Mischungen sind bei b, = 0.6 klein (sin?(26,,) ~ 0.003). Mit
kleiner werdendem b, steigt die Mischung. Fiir b, nahe 0 erreicht sie knapp 1,
um dann fiir negative b, wieder abzufallen. Fiir b, < 0.2 wird die Entwicklung
uneinheitlich. Hier treten Mischungen zwischen 0.001 und 0.3 auf.

Die p — 7-Mischungen sind fiir b, > 0.2 und b, < —0.1 grofler als die
e — u-Mischungen. Im Bereich —0.1 < b, < 0.2 ist es umgekehrt.

Bei dieser Parameterwahl weist Am?_ eine grofle Variation auf. Die Abbil-
dung 5.12 zeigt eine Serie von Punkten bei Amfw ~ 0.1eV?. Diese lassen sich
wegen der kleinen Mischung den Lésungen mit b, > 0.2 zuordnen. Ebenso
148t sich die Ansammlung bei Amf” ~ 0.001 eV? iiber die groBen Mischungen
den b, Werten bei —0.4 zuordnen. Diese Losungen besitzen die richtigen Wer-
te, um das Defizit an atmosphérischen v, zu erkldren. Die Neutrinos kénnen
in diesem Modell allerdings nicht benutzt werden, um die fehlende Masse im
Universum zu erkléren, da Losungen mit m,_ wegen zu grofier Mischungen
nicht mit den Neutrinoexperimenten vertréglich sind.
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Abbildung 5.9: SMVR-Modell: Mischungswinkel
b, = tan~2(f3), x2 < 0.5.

des Neutrinosektors fiir
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Abbildung 5.10: SMVR-Modell: Mischungswinkel des Neutrinosektors fiir
b, = tan~2(), x> < 0.5 und Am?, = 9-107%eV?. Bereiche rechts der ge-
schlossenen Linie sind experimentell ausgeschlossen [24].
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Abbildung 5.11: SMVR-Modell: Mischungswinkel des Neutrinosektors fiir
b, = b., x* <0.5.

1000 T LI B R | T LI B R | T T T T T T T 17717

100

L . + o+ e
+ + + +++ ++++'H+‘H:h_ + +

+
+

PN TR BT AN RN 1 BT R AT R

-
1

0.001

i ++++H*
A

+
TN

0.0001

=
\]
jan}
—
T III T III T III T III T III T III T III T T

|

+ +

16_05 1 1 lllllll 1 1 lllllll 1 1 lllllll 1 1 1 1 111
0.0001 0.001 0.01 0.1

sin?(20,,,)

—_

Abbildung 5.12: SMVR-Modell: Mischungswinkel des Neutrinosektors fiir
b, = be, X < 0.5 und Amgu = 9. 107%eV? Bereiche rechts der geschlos-
senen Linie sind experimentell ausgeschlossen [24].
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5.3 PS: Das strenge Pati—Salam-Modell

Das PS-Modell ist das strenge Pati-Salam-Modell nach Abschnitt 3.5. Die
Yukawakopplungen werden ab der Skala Mgy 10y entwickelt. Die Randbedin-
gungen sind durch Gl. (4.18) gegeben. YSO(lO)(MSO(w)) =Y wird diagonal
gewiihlt. Die Diagonalelemente von V5919 (Mgp0)) = V. und S verschwin-
den wieder. Auch hier wurde mit reellen Yukawakopplungen gerechnet.

In diesem Modell haben die Leptonen und die d-artigen Quarks an der
intermediren Skala wieder die gleichen Yukawakopplungen. Wie daher zu
erwarten ist, knnen auch fr dieses Modell keine Lsungen gefunden werden.
(x2 > 10).

Die Ergebnisse mit minimalem 2 zeigen jedoch Neutrinomischungen, wie
sie zur Erklrung des Sonnenneutrinoproblems bentigt wrden.

Daher habe ich ein Modell entwickelt, welches Abweichungen von der
strengen Symmetrie in den Yukawakopplungen erlaubt.

5.4 PS5: Das variierte Pati—Salam-Modell

Mit dem PS5-Modell soll untersucht werden, ob es mglich ist, durch klei-
ne Abweichungen von der PS-Symmetrie zu zufriedenstellenden Lsungen zu
kommen. Gleichzeitig soll das Modell dabei Hinweise liefern, welche Symme-
trie geeignete Lsungen liefern knnte.

Das Modell enthélt auch oberhalb der intermediédren Skala verschiedene
Yukawakopplungen fiir u-artige und d-artige Quarks, sowie fiir geladenen
und ungeladene Leptonen. Sie werden ebenso wie im SM mit U, D, £ und V
bezeichnet. Dazu enthélt das Modell die schon aus dem PS-Modell bekannte
Kopplung V..

Um die Rechnungen ohne zustzliche Vorarbeit durchfhren zu knnen, wur-

den die g-Funktionen des neuen Modells durch die S-Funktionen des strengen
Modells definiert:

B U Ve gl = BLIUV;, gi]
82 DV, = BYID, Vg
BE (B, Vi g] = BLIE.V, g
BV ViVigl = BLIV,V;, gl

B Vi Vig] == BYV.Vigl (5.5)

mit 4'7 und 5 aus Gl. (4.14). Fiir einen Grenzwert, in dem die Kopplungen
U, D, E und V gleich sind, erhélt man so wieder das strenge Modell.

Die Randbedingungen des Modells werden (genau wie bei SMVR) so
gewahlt, dafl die Strahlungskorrekturen zu den verschiedenen Kopplungen
unterschiedlich sein kénnen:
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UPSS(MSO(lo)) = Y +5b,5
DP9 (Mson) = Y +baS
EPS(Msouny) = Y +b.S
VPS5(MSO(10)) = Y+5bS
VI (Msoan) = Vi (5.6)
USM(Mpg) = UPS(Mps) + aVPS(Mps)
DM (Mpg) = DFS(Mpg)
ESM(MPS> — EPS5(MPS>
VSM(MPS) — VPS5(MPS)
M, (Mps) = v, V"> (Mpy) (5.7)

Y ist eine diagonale Matrix, die Diagonalelemente S und V, verschwinden.
Y, S und V, sind reell. Auch die Faktoren b;, i = u,d, e, v sind reell. Wie
schon zuvor wird b; = 1 gewéhlt. Der Grenziibergang, bei dem das strenge
Modell erreicht wird, ist somit by, b.,b, — 1. Als intermediire Skala wird
der Zwei-Schleifen Wert aus Tab. 3.2 benutzt:

Mpg =5.6-10"GeV . (5.8)

5.4.1 Losungen des Modells

Fiir das PS5-Modell werden zwei Arten von Parametersdtzen untersucht:
b, =1 und b, = b.. Der Parameter b, wurde immer auf 1 gesetzt.

Fr beide Situationen konnen zufriedenstellende Losungen bei zwei ver-
schiedenen Werten von tan § gefunden werden. Diese zwei Losungen sind in
den Abbildungen 5.13 und 5.15 mit I und II markiert.

Lsung I hat ihr Minimum jeweils bei tan § = 41. Die resultierende Topmasse
ist my(my;) = 143 GeV. Mit b, ~ 0.8 kommen diese Lsungen dem strengen
PS-Modell am nchsten.

Lsung IT weicht wesentlich strker vom strengen Modell ab. b, variiert zwi-
schen —0.5 und 0.5, wobei die kleinen bzw. negativen Werte sogar bevor-
zugt scheinen. Die Topmasse ergibt sich aus diesem Minimum zu my(m;) =
168 GeV.

Die genannten Werte fr die Topmasse geben den Wert fr minimales y?
wieder. Mit den phnomenologischen Daten sind jedoch alle Ergebnisse, die
x? < 1 aufweisen, in Einklang. Aus diesen berlegungen ergeben sich fr Lsung
I: my(my) < 181 GeV und fr Lsung IT: 134 < my(m;) < 189 GeV.

Es féllt auf, dafl die Wahl b, = b, (Abb. 5.15) wesentlich bessere Losungen
erlaubt, als die Wahl b, = 1 (Abb. 5.13). Da jedoch Breite und Form der
Minima fiir x2 in beiden Situationen gleich ist, miissen die Ergebnisse als
gleich gut angesehen werden.
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Abbildung 5.13: PS5-Modell: x2(tan 3) fiir b, = 1
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Abbildung 5.14: PS5-Modell: t-Quark Massen in den gezeigten Losungen fiir
b, =1.
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Abbildung 5.15: PS5-Modell: x2(tan 3) fiir b, = b,.
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Abbildung 5.16: PS5-Modell: t-Quark Massen in den gezeigten Losungen fiir
b, = be.
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5.4.2 Mischungswinkel des Neutrinosektors

62.Der Faktor v, ist in diesem Modell der Vakuumerwartungswert der
(10,1, 3):
v, = ((10,1,3)) ~ Mpg (5.9)

Obwohl der Faktor zwischen V, und M,, nun festgelegt ist, sind die Neutri-
nomassen des Modells nicht eindeutig bestimmt, denn der Faktor a, welcher
die Grofle der Strahlungskorrektur beschreibt, kann durch das Modell nicht
bestimmt werden. Somit ist auch die absolute Gréfle der Yukawakopplung
V.. nicht festgelegt. Erst die zusétzliche Festlegung Amgu =9.107%eV? nach
Abb. 2.1 ergibt wieder eine Voraussage fiir Am, .

Wie bereits erwahnt, lassen sich die zwei Minima an ihren b.-Werten un-
terscheiden. Auch die Neutrinomischungen der Losungen sind unterschied-
lich.

1. Fall: b, =1

Fiir b, = 1 sind die e — p-Mischungen in beiden Féllen auflerhalb der zur
Losung des Sonnenneutrinoproblems geforderten Bereiche (Abb. 5.17). Die
i — 7-Mischungen dagegen liegen fiir b, ~ 0.8 so, dal man erwarten kann,
sie in den néchsten Experimenten (insbes. P860) zu beobachten. Auch fir
be < 0.5 gibt es p — 7-Mischungen, die erst in zukiinftigen Experimenten be-
obachtbar wéren, wobei das Gros der Werte bereits ausgeschlossen ist (Abb.
5.18).

Es gibt einige v.-Massen, die den geforderten Beitrag der Neutrinos zur
dunklen Materie leisten. Die meisten Losungen liefern jedoch kleinere m,,_.

2. Fall: b, = b,

Auch fiir den Fall b, = b, lassen sich Mischungswinkel anhand der b.-Werte
zu den beiden Losungen zuordnen. Withrend sin®(26,,,) fiir b, ~ 0.8 wieder
zwischen den beiden moglichen Bereichen (Abb. 2.1) liegt, liefert das andere
Minimum (tan§ ~ 50) Werte zwischen 0.008 und 1. Fiir b, € [—0.1;0.1]
ergeben sich grofie, fiir b, ~ —0.4 kleine sin®(26,,) (Abb. 5.19).

Die p — 7-Mischungen liegen in beiden Fiéllen auflerhalb der bisher be-
obachtbaren Bereiche (Abb. 5.20). Fiir b, ~ —0.4 ist eine Erklarung des
atmosphérischen v,-Defizits moglich. Bei den meisten Losungen ist die Mas-
se des v, zu klein, um einen Beitrag zur dunklen Materie zu liefern. Nur bei
wenigen Losungen erreicht m,,_ die richtige Gréenordnung.
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Abbildung 5.17: PS5-Modell: Mischungswinkel des Neutrinosektors fiir b, =

1, x2 < 0.5.
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.18: PS5-Modell: Mischungswinkel des Neutrinosektors fiir b, =

1, x2 < 0.5 und Amgu —9.10"%eV?. Bereiche rechts der geschlossenen Linie
sind experimentell ausgeschlossen [24].
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Abbildung 5.19: PS5-Modell: Mischungswinkel des Neutrinosektors fiir b, =

be, x2 < 0.5.
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Abbildung 5.20: PS5-Modell: Mischungswinkel des Neutrinosektors fiir b, =
be, X2 < 0.5 und Amgu —9.107%eV?. Bereiche rechts der geschlossenen Linie
sind experimentell ausgeschlossen [24].



62 KAPITEL 5. DIE NUMERISCHE ANALYSE

5.4.3 Grenzen fiir den Parameter a

Der Parameter a beschreibt die Stéarke der Strahlungskorrektur, welche die
Yukawakopplung U°* durch die rechtshindigen Neutrinos erfihrt.

Obwohl der Parameter a durch das Modell nicht festgelegt werden
kann, sind die Ergebnisse von a abhéngig. Je kleiner a gewéahlt wird, de-
sto groBer wird die Yukawakopplung V.. Diese wiederum beeinflufit iiber die
[-Funktionen die Kopplungen der Fermionen.

Die untere Grenze von a ergibt sich daraus, dal die Renormierungsgrup-
pengleichungen divergente Losungen haben, falls die Yukawakopplungen zu
grof} sind.

Um die Abhngigkeit der Lsungen von a zu bestimmen, wurde der Fall
b, = b, fr vorgegebene Werte von a untersucht. Begonnen wurde mit a = 1.
Fr jeden Wert von a wurde tan # mehrmals durchlaufen. Anschlieend wurde
der Wert von a halbiert.

In Abb. 5.21 ist die Abhéngigkeit x2 von tan 3 fiir a < 1 dargestellt. Man
erkennt, dafl mit kleinerem a die Losungen allméhlich schlechter werden. Der
Bereich x2 < 1 reicht bis a = 0.01, withlt man (wie bisher) x2 < 0.5, so ergibt
sich a > 0.02.

Bei a = 0.004 brach das Programm die Suche ab, da divergente Yukawa-
kopplungen auftraten.
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5.5 LR: Das linksrechtssymmetrische Modell

Der Fall b, = b, des PS5-Modells liefert interessante Neutrinomischungen. Er
entspricht einer Symmetrie, in der Quarks und Leptonen unterschiedlichen
Darstellungen angehéren.

Das LR-Modell ist aus der Hoffnung entstanden, da die fr PS5 gefundenen
Lsungen sich auf die Symmetrie SU(3) x U(1) x SU(2) x SU(2) bertragen
lassen und da es damit eine Begrndung fr die Annahme b, = b, liefert.

Die Randbedingungen sind durch Gl. (4.19) gegeben. Der Faktor b, kann
auf 1 festgelegt werden, ohne die numerischen Ergebnisse zu dndern.

Leider konnten bisher fiir dieses Modell keine Losungen gefunden werden,
die alle bekannten Massen und Mischungen korrekt wiedergeben. Die gefun-
denen Losungen mufiten eine oder mehrere der Massen der ersten Familie
vernachléssigen. Auffillig an diesen Teilergebnissen ist, daf} alle Neutrinomi-
schungen sehr klein sind (sin?(20) < 1074).

Ob dies eine Eigenschaft des Modells ist, oder nur die bisher untersuchten
Parameterbereiche diese Eigenschaft haben ist noch offen.
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Zusammenfassung und Ausblick

Es gibt viel zu tun ...

In dieser Arbeit wurden im Rahmen der Eg-GUT mit zweistufigem Bre-
chungsschema aus einem physikalisch motivierten Massenmodell Voraussagen
iiber Topmasse und Neutrinoparameter gewonnen.

Im Gegensatz zu vorangegangenen Arbeiten iiber das benutzte Mas-
senmodell wurde dabei der EinfluB der Renormierungsgruppengleichungen
vollstandig beriicksichtigt. Dazu mufiten die Korrekturen zu urspriinglich
diagonalen Massenmatrizen in Korrekturen zu urspriinglich diagonalen Yu-
kawakopplungen iibersetzt werden. Gleichzeitig mufite die Skala, an der die
Yukawakopplungen zu korrigieren sind, bestimmt werden.

Die freien Parameter des Modells sind die Yukawakopplungen bei GUT-
Energie. Sie konnen festgelegt werden, indem gefordert wird, dafl die Losung
der Renormierungsgruppengleichungen des Modells zu experimentell beob-
achteten Massen und Mischungen fiihren. Da die analytische Losung der
Renormierungsgruppengleichungen nicht moglich ist, wurde ein numerisches
Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen fiir die Verwendung von
Matrizen angepafit und in der Sprache C++ implementiert.

Dieses Programm wurde fiir drei verschiedene GUT-Modelle durch-
gefiihrt:

1. FEin allgemeines Szenario mit intermediérer Skala, aber ohne Festlegung
der intermedidren Symmetrie (SMVR-Modell).

2. Ein Modell, welches die Pati-Salam-Gruppe SU(4) x SU(2) x SU(2)

als intermedidre Symmetrie benutzt.

3. Das LR-Modell, in dem SU(3) x U(1) x SU(2) x SU(2) als intermediére
Eichgruppe Verwendung findet.

Solange die intermedidre Symmetrie nicht festgelegt ist, enthalten die
Randbedingungen zusétzliche Freiheiten. So sind im SMVR-Modell die
Stéarken der Strahlungskorrektur zu den verschiedenen Yukawakopplungen
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unabhéngig und die Grole der Majorana-Massen der Neutrinos ist nicht fest-
gelegt.

Um aus diesem Modell Voraussagen gewinnen zu kénnen, wurden Annah-
men iiber diese freien, aus dem Modell selbst nicht bestimmbaren Parameter
gemacht. Zwei der untersuchten Annahmen entsprechen Sonderfllen aus der
Diplomarbeit von André Lukas [41] und beruhen auf einem Brechungsweg,
der die SU(5) als Symmetriegruppe enthlt. Die anderen beiden Annahmen
ergeben sich aus Symmetrieiiberlegungen bezglich der im Kapitel 3 vorge-
stellten intermediren Eichgruppen.

Alle untersuchten Situationen fiihren zur gleichen Voraussage fiir die Top-
masse. Sie ist mit den indirekten Messungen zur Topmasse in Einklang, zeigt
aber eine starke Skalenabhngigkeit.

Die Neutrinomischungen sind dagegen von den gewéhlten Annahmen
stark abhéngig. Thre Skalenabhéngigkeit scheint nicht so grofl, wurde aber
nicht systematisch untersucht.

Fiir das Pati-Salam-Modell ergaben sich, wie bereits im unspezifischen er-
sten Modell abzusehen, keine befriedigenden Losungen. Um Abhilfe zu schaf-
fen, wurde ein Modell mit gelockerter Symmetrie entworfen, mit dem der
EinfluB der Renormierungsgruppengleichungen oberhalb der intermediéren
Skala untersucht werden konnte. Die gefundenen Lsungen zeigen eine Ver-
schiebung zu greren tan  und damit zu greren Topmassen im Vergleich zum
ersten Modell. Die Neutrinomischungen sind wiederum stark von den frei
wéhlbaren Parametern des Modells abhéngig.

Das LR-Modell ist der Versuch, die im abgewandelten Pati-Salam-Modell
gewonnenen Erkenntnisse in ein mathematisch konsistentes Modell umzuset-
zen. Die intermediére Eichsymmetrie SU(3) x U(1) x SU(2) x SU(2) fordert
fiir Quarks und Leptonen jeweils gleiche Kopplungen, eine Situation, die im
allgemeinen Modell interessante Ergebnisse lieferte. Leider konnten im LR-
Modell bisher keine befriedigenden Losungen gefunden werden.

Die weiterfithrende Untersuchung dieses Modells erscheint mir beson-
ders interessant, da es nicht nur ein physikalisch motiviertes Massenmodell
enthilt, sondern auch den vollstandigen Weg der Symmetriebrechung bertick-
sichtigt. Zunéchst ist eine systematische Untersuchung der Parameterberei-
che des Modells notwendig, um eine befriedigende Losung zu finden. Dabei
sollte auch die Abhéngigkeit von der intermediéren Skala eingebracht werden.
Es ist durchaus denkbar, daf§ nur fiir bestimmte Skalen Lésungen moglich
sind.

Eine andere mogliche Erweiterung dieser Arbeit besteht in der Verwen-
dung anderer Brechungsschemata. Hier bieten sich vor allem mehrstufige
Brechungswege an, wie z.B. SO(10) — SU(4) x SU(2) x SU(2) —
SU(@3) x U(1) x SU(2) x SU(2) — SM. Um eine erste Vorstellung vom
Einflu der Renormierungsgruppe zu gewinnen, kann auch fiir solche Szenari-
en das SMVR-Modell mit speziellen Annahmen benutzt werden.

Die Erweiterung des Massenmodells auf supersymmetrische Theorien ist
ebenfalls denkbar. Supersymmetrische GUTs sind in mehrfacher Hinsicht
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interessant. Zum einen erlaubt Supersymmetrie eine Vereinheitlichung ohne
weitere Zwischenskala. (Diese Modelle sind allerdings nicht interessant, falls
man massive Neutrinos zur Erklarung des Sonnenneutrinoproblems oder als
dunkle Materie heranziehen will, da eine Zwischenskala bei 10°...10'2 GeV
notwendig ist, um die ben6tigten leichten Neutrinomassen zu erhalten.)

Dazu kann in supersymmetrischen GUTs das Hierarchie-Problem gelst
werden, welches allen GUTs gemeinsam ist. Schliefflich ist die Quantisierung
der Gravitation bisher nur mit supersymmetrischen Theorien moglich. Su-
persymmetrie erscheint damit als ein weiterer Schritt in Richtung auf eine
umfassende Theorie der Krifte.

Die letzte mgliche Erweiterung, die ich erwhnen mchte, ist die Komple-
xifizierung der Yukawakopplungen. In dieser Arbeit wurden alle Yukawa-
kopplungen als reell angenommen. Prinzipiell knnen diese Kopplungen je-
doch komplex sein. Die Beobachtung der CP-Verletzung in der schwachen
Wechselwirkung zeigt, da in der Natur tatschlich komplexe Phasen auftre-
ten. Die Komplexifizierung des Massenmodells zielt also letztendlich auf ein
Verstndnis der CP-Verletzung.

Insgesamt erlaubt die Einbeziehung der Renormierungsgruppengleichun-
gen in die Analyse genauere Aussagen iiber die Konsequenzen von Massen-
modellen. Gleichzeitig entsteht eine Vielzahl von Variationsmoglichkeiten da-
durch, dafl die Brechungswege der benutzten vereinheitlichten Theorien fest-
gelegt werden miissen.
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